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OCEKIVANI ISHODI UCENJA

Studenti cCe biti osposobljeni za:

- samostalno koristenje racunalnih simulacija
pojedinih tehnoloskih operacija i procesa,

-usporedbu racunalnih programa i odabir
najprikladnijih,

- kombiniranje razliCitih racunalnih programa za
modeliranje i simulacije,

-optimiranje procesa, proizvoda i dobiti u
proizvodnji i konzumiranju hrane,


http://zpi.ptfos.hr/modeli/Predmeti/PE114_HR.doc

- samostalno analiziranje informacija i donosenje
zakljucCaka,

- samostalan ili timski rad u podruc¢ju modeliranja i
optimiranja u prehrambeno-procesnom
inzenjerstvu i nutricionizmu,

- izradu inzenjerskih izvjesca o rezultatima
modeliranja i optimiranja.

Studenti ¢e biti upoznati sa znanstvenim
istrazivanjima u podrucju modeliranja u procesnom
inzenjerstvu i izradenim diplomskim radovima na
nastavnom predmetu.



Predavanja

I. OSNOVE MODELIRANJA SUSTAVA

1. Uvod u modeliranje i upravljanje
2. Primjene modela
3. Primjeri modela
- proces sterilizacije namirnica
- proces smrzavanja hrane
4. Analiza matematickog modela i realnog sustava
5. Metodologija razvoja modela

6. Znanstveni sadrzaj modeliranja u biotehnologiji



II. PODJELA MATEMATICKIH MODELA

1. s usredotoCenim velicinama stanja (koncentrirani)
s raspodjeljenim veliCinama stanja (distribuirani)

2. deterministicki - stohasticki

3. kontinuirani - diskontinuirani

4. linearni - nelinearni

5. ...



ITI. MODELI STACIONARNIH STANJA

1. Modeli kemijskih i enzimskih reakcijskih sustava
- opCi oblik bilance mase :
- kemijske reakcije

2. Bilanca mase i modeli stacionarnih stanja
3. Matematicke metode za odredivanje stacionarnih stanja

- direktne (Gaussova metoda)
- iterativne (Jacobijeva linearna iteracija)



. Matematicki modeli nelinearnih sustava i njihovih
stacionarnih stanja
- uparivac i uparna stanica

. Matematicke metode za odredivanje stacionarnih stanja
modela nelinearnih sustava

- Jacobijeva linearna iteracija

- Newton-Raphsonova metoda

. Primjeri rjesavanja nelinearnih jednadzbi
- Wegsteinova metoda
- metoda sekante



IV. MODELI I SIMULACIJE DINAMICKIH SUSTAVA
1. Graficka simulacija dinamike (koncept prostora stanja)
2. Dinamicki sustavi 1. i 2. reda
3. Primjeri modela dinamickih sustava 1. i 2. reda
- dinamika smrzavanja namirnica

- dinamika fermentacije (model upravljanja)
- dinamika toplinske sterilizacije



4. Matematicke metode za rjeSavanje sustava
diferencijalnih jednadzbi (s usredotoCenim parametrima)

- Eulerova metoda

- Runge-Kutta 4



V. LINEARNO PROGRAMIRANIJE

1. Primjena linearnog programiranja
2. Simplex metoda
- optimiranje sastava smjese sirovina
- optimiranje sastava i cijene obroka
- optimiranje iskoristenja rada strojeva/pogona
- optimiranje transporta

PRIMJERI IZ STRUCNOG I ZNANSTVENOG RADA

1. Primjeri suradnje s gospodarstvom
2. Primjeri diplomskih radova
3. Primjeri iz znanstveno-istrazivackog rada



Seminari (PhI) - 15 sati

1. Metode za rjeSavanje (sustava) linearnih jednadzbi
(Stacionarna stanja kod kemijskih reakcija)

Direktne metode
- Gaussova eliminacija

Iterativhe metode
- Jacobijeva (linearna) iteracija
- Gauss-Seidlova iteracija



2. Metode za rjesavanje nelinearnih jednadzbi
( Stacionarna stanja kod enzimskih reakcija )

- Newton-Raphsonova iteracija
- Metoda tangente

- Metoda sekante

- Wegsteinova metoda



3. Metode za integriranje diferencijalnih jednadzbi
( Dinamicka stanja - pri regulaciji procesa )

- Eulerova metoda

- Runge-Kutta 4

4. Metode linearnog programiranja
( Za optimiranje: (<=), (>=), (=), (<= >==))

- Simplex metoda

- optimiranje sastava smjese sirovina

- optimiranje sastava i cijene obroka

- optimiranje iskoristenja rada strojeva/pogona
- optimiranje transporta



Vjezbe

MS Excel
MS Quick Basic + MS DOSBox
LINDO

MS Word



Literatura

- prof. dr. sc. Damir Magdic "Prezentacije i materijali s predavanja”

- prof. dr. sc. Damir Magdic "Skripta Numericke metode”

Dodatna literatura:

- Gomzi. Z, Kurtanjek, Z. Modeliranje u kemijskom inZenjerstvu.
Sveucilisni udzbenik, HDKI/FKIT Zagreb, 2019.
(Poglavlje 1. Modeli i modeliranje, str. 1-127)


http://www.ptfos.unios.hr/modeli
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Izvjesca s racunalnih vjezbi: MS Word dokument

Parcijalni ispiti (I. i IL.): tijekom semestra (po dva zadatka)
ili ili

Pisani dio ispita: 3 zadatka - 90 minuta

Usmeni dio ispita: tehnoloski dio + numericka metoda



Studentima je omogucena izrada diplomski rada na sljedeéim podrucdjima:

- zajednicko rjeSavanje zadataka u pogonu ili laboratoriju

- optimiranje svojstava proizvoda i/ili procesnih parametara
- ne-destruktivhe metode analize namirnica

- optimiranje receptura

- izrada matematickih i/ili racunalnih modela za primjere iz prehrambenog

i procesnog inZzenjerstva

- rad na istrazivackim projektima



1. Matematicko modeliranje,
optimiranje i1 upravljanje

Uvod i definicije pojmova

Metodologija razvoja matematickog modela
Podjela matematickih modela

Numericke metode

Racunalni programi i simulacije




() ()

Sirovina, namirnica i reaktant NISU ulazne velicCine!!!
Proizvod, energija/tkivo, produkti NISU izlazne veliCine!!!

To su materijali koje opisuju ulazne i izlazne veliCine.

U modelima ih opisuju U modelima ih opisuju
ulazne velicCine. I — izlazne Veliéine.

) ()




sirovina

Sirovine su, npr.: mlijeko, brasno, voce, povrce.

Sirovine su opisane sastavom i mjernim velicinama SI sustava
(udio suhe tvari i vode, koncentracija neke tvari, masa,
tvrdoca, ¢vrstoca, protok soka, temperatura pare, ...).

Ulazne velicine su fizikalne mjerne velic¢ine koje opisuju
sirovinu i pocetne uvjete u procesu.

Izlazne velicine su fizikalne mjerne veliCine koje opisuju
proizvod i izlazne uvjete u procesu.

sirovina + ulazna velicina
namirnica # ulazna velicina

reaktant # ulazna velicina



sirovina

namirnica

reaktanti

ulazne veli¢ine

—

proizvod

o

energija, tkivo

b

produkti
)

izlazne velifine

-




sto je modeliranje ?

sjetite se nekih modela

sto rade modeli ?
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(matematicko)

modeliranje,
optimiranje
]
(racunalno)

upravijanje

u prehrambeno-tehnoloskim procesima



Kontrolna soba u prehrambeno-tehnoloskim procesima



https://clipchamp.com/content/stryb_v1721864-control-room-of/
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Uvod i definicije pojmova

« Matematicko modeliranje

e postupak opisivanja odnosa izmedu
varijabli i parametara u nekom sustavu
uporabom matematickih funkcija (jednadzbi)

« matematicki model povezuje ulazne (x)
i izlazne (y) velicine pomocu
matematickih izraza y = f(x)



e« matematicka interpretacija odnosa izmedu
varijabli i parametara u nekom sustavu

izradena je na temelju bilanci mase i

energije

e zadovoljavajucu tocnost model ima najcesce
samo u podrucju vrijednosti mjernih veliCina

u kojem je izraden



e cilj modeliranja je razviti i koristiti model
za analiziranje, projektiranje, optimiranje i
upravljanje sustava ili jednog njegovog

dijela

e odnosi medu veliCinama opisani su
matematickim jednadzbama koje se

rjesavaju matematickim metodama



e« matematicko modeliranje je opcenito
prepoznatljivo kao proces primjene
matematike na realni sustav radi

dobivanja kasnije potrebnih informacija

e« modeliranje ne mora nuzno rijesiti problem,
ali ce ga vjerojatno rasvijetliti i pojasniti

promatranu situaciju



Ay

Iz primjera je vidljivo da za svako
podrucje izlaznih vrijednosti treba izraditi
zaseban model (npr. kiselo i luznato
podrucje vrijednosti pH).
Zadovoljavajuc¢u toc¢nost model ima
najéesS¢e samo u podrucju vrijednosti

mjernih veli¢ina u kojem je izraden.

|«




e za vrijednosti koje su izvan analiziranog
raspona potrebno je model prilagoditi (eng.

model adjustment) ili izraditi novi

e realni i modelni sustavi imaju ulaz, izlaz i

sustav u kojem se dogada promjena

[ulaz —> SUSTAVY — izIaz]




sirovina

namirnica

reaktanti

ulazne veli¢ine
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proizvod
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e Sustav

e apstraktna/zamisljena cjelina, za koju
smatramo da nema interakcija s okolinom

nego je izolirana i egzistira kao nezavisna

o definiran matematickim relacijama izmedu

ulaznih i izlaznih velicina



m Ve ﬁ
Ulazne velicCine .

—

poznate su nam u procesu ili modelu i
njihovu vrijednost zadajemo na pocetku

procesa ili postupka modeliranja

u pravilu ne ovise o dogadajima u procesu ili

modelu pa su one nezavisne veliCine

kod sustava s povratnom vezom mogu

postati zavisne jer zavise o izlazu iz procesa



e Izlazne velicine

e dobivaju neku poznatu vrijednost tek nakon

provedbe procesa ili modeliranja

e zavise 0 dogadajima u procesu ili modelu pa

kazemo da su zavisne velicine



Racunalna simulacija

racunalni program izraden na temelju

matematickih modela

omogucuje oponasanje nekog sustava na brz
i jeftin nacin
simulacije imaju i korisniCko sucelje koje

vizualizira sustav ili proces



 Upravljanje procesom

e ciljano vodenje procesa pri kojemu se
krajnji cilj postize namjernim i planiranim

promjenama ulaznih veliCina

e na temelju iskustva ili modela i simulacija
odreduju se ulazne vrijednosti za upravljanje

procesom
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e Optimiranje

e postupak ponavljanja (probnog) vodenija
procesa, modela ili simulacije, kojemu je svrha
ostvariti najmanje troskove, najvisu dobit,

najvecu kolicinu, svojstva kakvoce ili drugo.

o izbor matematicke ili statisticke metode za
optimiranje ovisi 0 procesu i hjegovim

svojstvima



« Svrha matematickih modela i simulacija

e omogucuju brzi, laksi i jeftiniji uvid u utjecaj

ulaznih vrijednosti na ishode procesa

e skracuju vrijeme potrebno za odredivanje

optimalnih uvjeta za upravljanje



izbor optimalne lokacije tvornice,

optimalno planiranje investicijskih ulaganja,
optimiranje proizvodnih programa i povecanje dobiti,
optimalno razmjestanje strojeva,

optimiranje postojecih tehnoloskih postupaka,
izbor optimalnih tehnoloskih postupaka,

analiza i poboljSanje rada uredaja i procesa,
projektiranje boljih uredaja i procesa,
optimiranje sastava smjese i smanjenje troskova,
optimiranje plana prehrane,

optimiranje jelovnika,

optimiranje transporta ...



e Stacionarno stanje procesa

e pojava kada se tijekom odvijanja nekog
procesa ulazne i izlazne vrijednosti ustale |

zadrzavaju stalne/konstantne vrijednosti

o vrijednosti ulaznih i izlaznih veliCina
medusobno se razlikuju, ali ostaju
nepromijenjene u procesu pa pisemo da je
njihova derivacija ili promjena tijekom

vremena jednaka nuli:
E(xry) =0



e upravljanje procesima u stacionarnom stanju je
znatno lakse od upravljanja dinamickim
procesima

e varijable postaju konstante i ponasaju se kao
parametri

e postizanje stalnih vrijednosti olakSava
upravljanje i nadzor procesa



« Dinamicka stanja procesa
e zbog brojnih razloga vrijednosti varijabli
mijenjaju se tijekom procesa, pa su u praksi

znatno c¢esca dinamicka stanja procesa

o za takve procese pisemo da je derivacija ili
promjena vrijednosti ulaznih i izlaznih

velicina tijekom vremena razlicita od nule:

d
E(x,y) %= 0



e procesi i modeli imaju ulazne i izlazne vrijednosti

od kojih su neke stalne, a neke promjenjive

e veliCine sa stalnim vrijednostima su parametri

(stalnica ili konstanta # parametar)

Konstante su: 7T, brzina zvuka, gravitacijska sila, opca plinska konstanta i sl.)

e promjenjive veli¢ine su varijable



e Smanjenjem broja varijabli model se
pojednostavljuje ali se smanjuje i njegova
toCnost

e povecanjem broja varijabli modeli postaju
slozeniji i Cesto ne daju rjesenja

e izbor varijabli kojima ¢emo pretpostaviti
stalnu vrijednost u modelu vrsi se na

temelju iskustva i utjecaja pojedine veliCine

na sam ishod procesa



e PRIMJER:

e male promjene volumena uredaja nemaju
znacajniji utjecaj na brzinu reakcije koja se
U njima odvija

e za volumen (unutar malih raspona) mozemo

pretpostaviti stalnu vrijednost i u modelu ga

uciniti parametrom (piSemo V=konst.)



pri ponavljanju simulacija, pretpostavljene
stalne vrijednosti nekih veli¢ina, u sljedecoj

simulaciji mogu dobiti novu stalnu vrijednost
PRIMJER:

za iste varijable: 10 simulacija za razliCite
vrijednosti V=(1, 2, 3,4, 5,6, 7,8,9, 10) m3
identiCan postupak se primjenjuje u svim
simulacijama

posebno je vazan pri prenosenju procesa iz
laboratorijskog mijerila ili tzv. pilot postrojenja

u realne uvjete



e varijable u modelu predstavljaju neka
svojstva materijala, ambalaze, uredaja ili

procesa

e varijable u modelima prehrambeno-

tehnoloskih procesa mogu biti:

temperatura, tlak, protok, udio suhe tvari,

koncentracija tvari, viskozitet, gustoca i dr.

(Tl pl ql Xstl CAI IJI p)



e varijable u nutricionistickim modelima mogu
biti koncentracije ili udjeli nutrijenata,

starosna dob, zdravstveno stanje klijenta i dr.

e parametri ili stalne vrijednosti u takvim
modelima najcesce su starosna dob klijenta,
preporuceni dnevni unosi nekog nutrijenta ili
tzv. RDA vrijednosti (eng. Recommended

Daily Allowance) i dr.

e primjeri ?



e uobicajeni nacin prikazivanja promjena
varijabli tijekom procesa je na "varijabla-
vrijeme" grafu gdje se na apscisnoj osi
prikazuju jedinice vremena, a na ordinatnoj osi
vrijednosti varijable (T-t, g-t, h-t, c-t,...)

e za prikaz promjene varijable kod kontinuiranih

modela koristi se krivulja ili pravac

e kod diskontinuiranih ili Sarznih modela za
prikaz vrijednosti koristi se histogram ili
stupcasti grafikon

e primjeri



e Ako je potrebno prikazati promjenu razine
kapljevine u spremniku, pravilno je koristiti
krivulju jer razina u svakom trenutku ima
neku tocnu vrijednost i neprekidna je

promjena tijekom vremena.

3,5

3 e

N
u
S

Razina (m)
N9
N

-

[EEN

o
U1

Vrijeme (min)

o

o
=
N
w
I
Ul




e procesne veliCine Cije su vrijednosti poznate
tijekom procesa i koriste se za simulaciju su

varijable stanja (ulazne i izlazne varijable)

e to su one mjerne velicine koje nam opisuju
stanje namirnice koju proizvodimo i/ili

procesnu velicinu koja je vazna za proizvod

e npr. temperatura uguscenog soka i udio suhe
tvari u njemu tijekom procesa koncentriranja

rijetkog soka uparavanjem



o kada se veliCine u procesu mijenjaju bez
naseg znanja i kontrole kazemo da su

slucajne varijable

Primjeri:

e masa automobila tijekom putovanja smanjuje se zbog

sve manje goriva u spremniku

e masa proizvoda tijekom stajanja smanjuje se zbog

susenja proizvoda

e volumen kapljevine tijekom kuhanja u posudi smanjuje

se zbog isparavanja vode



PRIMJER SLUCAINE VARIJABLE:
- pretpostavljamo da je udio suhe tvari jednak

u svakom dijelu volumena kapljevine

_

- zbog talozenja otopljene tvari u otopini,
nakon nekog vremena udio suhe tvari moze

biti manji na vrhu, a veci na dnu spremnika



procesi i modeli najcesce imaju vise ulaznih i
izlaznih veliCina

u modelima ih uobicajeno predstavljamo

vektorima

za ulazne velic¢ine koristimo oznaku , x" i
kazemo da je to vektor ulaznih velicina ili

krace , vektor x”

za izlazne veli¢ine koristimo oznaku ,y” i
kazemo da je to vektor izlaznih velic¢ina i

zovemo ga ,vektor y”



PRIMJER:

vektor ulaznih veliCina iz modela kemijskih
reakcija moze predstavljati ulazni protok

koncentracija reaktanata A i B u reaktor
tada su npr. elementi vektora X = (qA, A,) ili
X = (qB,, B,) ili oboje X = (qA, A, qB0, BO).
izlazne veliCine iz ovog modela mogle bi biti

kiselost otopine i koncentracije produkata A,

B i C pa su elementi vektora y = (pH, A, B, C)



»l

= (qAOr A0)

MODEL

y = (pH,A,B,C)

y = f(x)



« PRIMJER:

e slijedni reakcijski mehanizam povratnih

(reverzibilnih) kemijskih reakcija

- reakcija se dogada u protocnom kemijskom reaktoru

- promjene koncentracija prikazujemo bilancama



e bilance mase reaktanta A =q/V

SA=D-Ay—D-A—ki-A+k_,B
e meduprodukta B

d
aB=—D'B+k1‘A+k_1'B_k2°B+k_2'C

« produkta C

d
d_tC:_D.C-I_kz.B_kZ.C

« gdje je A, koncentracija reaktanta A na pocetku

reakcije, a D je razrjedenje (omjer protoka i volumena)



e POC
pre

mu

rucje modeliranja i upravljanja u

nrambeno-tehnoloskim procesima je

tidisciplinarno

matematika primijenjeno
i statistika racunarstvo



biotehnicke znanosti

termodinamika, tehnicka fizika, razlicite
kemije, prijenos tvari i energije, procesi i
mikrobiologija, mjerenje i upravljanje,...

matematika i statistika
matematicke i statisticke metode

primijenjeno racunarstvo

tabli¢ni kalkulatori, tekst procesori, web
pretrazivaci, baze podataka, programiranje,...
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Ay

Za vece vrijednosti ulazne veli¢ine model
moze imati vecu pogresku.
Jedan model ne moze uvijek biti koristen
za razlicite raspone ulaznih veli¢ina
(primjer: Reynoldsov broj)
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1. Matematicko modeliranje,
optimiranje i1 upraviljanje

Uvod i definicije pojmova

Metodologija razvoja matematickog modela
Podjela matematickih modela

Numericke metode

Racunalni programi i simulacije




sirovina proizvodni proizvod
proces

ulazne veli¢ine



Principi razvoja matematickog modela

e 1) Imenovanje varijabli koje opisuju proces
(njihove vrijednosti mogu biti poznate ili nepoznate)

e 2) Opisivanje odnosa izmedu varijabli
(odredeni su fizikalnim zakonima, intuicijom, iskustvom,...)

e 3) Procjena utjecaja pretpostavki na odnos medu
varijablama

e 4) Opisno rjesenje zadatka

(mora biti razumljivo kao i opis procesa)
e 5) Izbor matematickih i racunalnih alata
e 6) Validacija modela

Metodologija razvoja matematickog modela

EEE——)




svrha modela

ulazne velicCine

izlazne veliCine

[bilance mase, energije]
i koli¢ine gibanja

odredivanje parametara

izbor numericke metode

izbor racunalnog

jezika

rjeSenje jednadzbi modela

provjera
valjanosti
modela
(validacija)

primjena modela



Opci princip izvodenja bilanci

AV N
N~ -

udio volumena

ulazni tokovi: izlazni tokovi:

tvari, energije, —— tvari, energije,

kolicine gibanja kolicine gibanja




u bilanci mase sastojka predznak ( + ) dolazi u slucaju

kada je tvar produkt reakcije, a predznak ( = ) kada je

tvar reaktant i u reakciji se trosi

u bilanci energije predznak ( + ) dolazi kada je reakcija

egzotermna i stvara energiju, a predznak ( - ) kada je

reakcija endotermna i treba joj dovoditi energiju

oznaka A (gré. delta) ozna¢ava malu ali kona&nu
promjenu

t je oznaka za vrijeme

At je mala konaCna promjena vremena

AS je mala konacna promjena akumulacije (sadrzaja S)
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U,I su ulazni i izlazni tokovi za ukupan
volumen
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modeli se razlikuju prema volumenu za koji se postavlja
bilanca

modeli s usredotocenim ili koncentriranim velicinama
stanja = ukupan volumen u kojem se odvija proces
(primjer: biokemijski reaktor )

modelu s raspodijeljenim ili distribuiranim veliCcinama
stanja = samo dio cijelog volumena
(primjer: samo vanjski dio namirnice)

modeli s usredotocenim veliCinama stanja postaju
sustavi obicnih diferencijalnih jednadzbi

modeli s raspodijeljenim velicinama stanja postaju
sustavi parcijalnih diferencijalnih jednadzbi



- bilance postaju diferencijalne jednadzbe kada se
provede granicni postupak u kojem konacne
razlike/diferencije (A) postaju infinitezimalne veliCine
(diferencijali, A—>d )

[Infinitezimalno = beskonacno malo da bi moglo biti
izmjereno ili izracunato, zajednicki naziv za

diferencijalno i integralno racunanje]

] AA dA d
lim (22) = 2 = 24
At—oo \ At dt dt

- PRIMJER: bilance mase reaktanta A

d
—A=D-Ag—D-A—ky-A+k_;-B
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ANALITICKI MODELI NEANALITICKI MODELI

izvedeni iz temeljnih zakona fizike, kemije i - Regresijski
biologije - Neuronske mreze
- Neizrazena logika

- Ekspertni sustavi
Analiticki modeli mogu biti deterministicki ili stohasticki.

Deterministicki algoritam

pri svakom izvrSavanju u bilo kojim uvjetima od istog unosa dolazi
do istog izlaza, sljededi svaki put identican niz naredbi.
Stohasticki algoritam

barem u jednom dijelu izvrSavanja donese neku odluku sluc¢ajnim
odabirom.



Klasifikacija analitickih modela

< \

Deterministi¢ki y="f(t) Stohasti¢ki y=f(t)

u fazi upravljanja u fazi projektiranja i u nutricionizmu
(temelje se na prirodnim zakonitostima) (temelje se na eksperimentalnim podacima)
. / _ \ —— Populacijski

Distribuirani Usredotoceni
) _ — Usredotoceni
Diskretni
—p Linearni —p (podaci u vremenskim
(jednadsbe u modelu intervalima tijekom Y“— Distribuirani
procesa)

su linearne)

Nelinearni

> (jednadZbe u modelu
su nelinearne)

Kontinuirani
(podaci u svakoj jedinici
vremena tijekom
procesa)

Linearni

(pravac)

Nelinearni
(krivulja)
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V{4

D. Magdic¢: ,Numericke metode
Skripta za studente, PTF Osijek

1. METODE ZA RJEéAVAI\\JJE
LINEARNIH JEDNADZBI

Direktne metode
1. Gauss-ova eliminacija
2. Gauss-Jordan-ov postupak
Iterativhe metode

3. Jacobijeva linearna iteracija
4. Gauss-Seidl-ova iteracija



Gauss-ova eliminacija

Zadan je sustav linearnih jednadzbi:

X+ 2y-32=0

2X -y +4z=5

3X+ y-z=2
Pri odredivanju rjesenja metodom Gauss-ove
eliminacije zadani sustav jednadzbi se napise u

—

matricnom obliku: A . ¥ = b

ek
N
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)
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0
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Rjesavanije se provodi na slijedeci nacin:
Potrebno je naciniti proSirenu matricu Ab, tako

da vektor rjeSenja pripisemo kao cCetvrti stupac

matrici koeficijenata A

A b
1 2 =3||x |o R 2 =30
2 —1 4|-|yl=]5 Ab=2 -1 4 5
3 1 —1||z| |2 3 1 -1 12

Nad prosirenom (Gaussovom) matricom provodimo
elementarne transformacije. Mnozimo i dijelimo retke

nekim brojem ili zbrajamo i oduzimamo od jednoga retka

vrijednosti nekoga drugoga retka.
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Gauss-Jordan-ov postupak

Elementarne transformacije koje su provedene u
drugom koraku rjesavanja kod Gauss-ove
eliminacije moguce je nastaviti sve dok na

glavnoj dijagonali matrice nisu jedinice, a ostali

elementi ispod i iznad dijagonale nule.

9 1

_ 1 20 — 1 0 0 —

| 3 0 > >
o1 -2 -1 ~10 10 2/ ~1j0 1 0 2
3 3 3

= 0 0 1 — 0 0 1 —
0012 7 5




Kada su elementi glavne dijagonale jedinice, a
ispod i iznad glavne dijagonale nule rjesenje je

moguce ocitati direktno iz matrice:

1. redak: 1-:x + 0.y + 0-z=0.5
2. redak: O-x+ 1y +0z=2
3. redak: O-x+0y+1z=1.5

|
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X Z



-0,3

1,4

0,5

-0,1

0,8

0,5

0,5

-1,0

-0,5

0,5

2,0

1,5




primjer u MS Excelu



1. METODE ZA RJEéAVAI\\JJE
LINEARNIH JEDNADZBI

Direktne metode

1. Gauss-ova eliminacija
2. Gauss-Jordan-ov postupak

NN

[terativhe metode

3. Jacobijeva linearna iteracija
4. Gauss-Seidl-ova iteracija



2. METODE ZA RJEéAVAI}IJE
NELINEARNIH JEDNADZBI

1. Jacobijeva linearna iteracija
2. Wegstein-ova metoda
3. Newton-Raphson-ova metoda

4. Metoda sekante



3. METODE ZA INTEGRIRANJE
DIFERENCIJALNIH JEDNADZBI

EKSPLICITNE METODE

1. Euler-ova metoda

2. Korigirana Euler-ova metoda
3. Taylor-ov razvoj reda

4. Metoda Runge-Kutta 2

5. Metoda Runge-Kutta 4



4. LINEARNO PROGRAMIRANIE
Simplex algoritam

1. Optimalno namjesavanje smjese sirovina
2. Optimiranje sastava obroka

3. Optimiranje iskoristenja pogona/strojeva



DODATAK

1. Podjela matematickih modela
2. Klasifikacija modela prema matematickoj strukturi

3. Matematicki alati za rjesavanje jednadzbi modela



1. METODE ZA RJEéAVAI\\JJE
LINEARNIH JEDNADZBI

[terativhe metode

3. Jacobijeva linearna iteracija
4. Gauss-Seidl-ova iteracija



2. METODE ZA RJEéAVAI}IJE
NELINEARNIH JEDNADZBI

1. Jacobijeva linearna iteracija

3. Newton-Raphson-ova metoda (koristi tangentu)



KONVERGENCIJA METODA

Primjer nelinearne jednadzbe: f(x) =x-e*

f(x)=0 X=7
Jacobi-jeva iteracijska formula:

XxX=eXx
[ Xeen = B%) J

Newton-Raphson-ova iteracijska formula:

LYy )
k+1 =k f/(xk) |




Jacobi-jeva metoda

Newton-Raphson-ova metoda




0.62

0.6

Jacobi-jeva metoda

0.58 -
0.56 -

0.54

Newton-Raphson-ova metoda |

Newton-Raphson-ova metoda

0.52 |- 5 V. 5 0.0 -
ima visi stupanj konvergencije!

l * Brze dolazi do konacnog, tocnog rjesenja!

0.5 &
0 5 10 15




MATEMATICKI UVJET ZA KONVERGENCIJU
Jacobi-jeva linearna iteracija

Algoritam rjesenje je &, tako da je
1. A*x=b A* £=b

2. x=[a*x+b] € a*E+b]

3. Xk+1=a*Xk+b ek=Xk'E

€ =X;-§

M
N
Il

XZ-E=[a*x1+b]{a*é—b]=a*e1
e;=X3-§=a*x,+b-a*t-b=a*e,=a*e

‘ — gn % \
€hyp = a7 T €

niz pogresaka : e;, a <€, a2«€e;, a3 «e;.. . a"«€e




Uvjet konvergencije Jacobijeve metode:

Xkv1 =9 (X) uviet [g'(§) | <1

>k
Xep1=a*X . +Db

n
lim en = lim (Cl . 81 ) = 0 za svaki 61 ako je |ad| < 1
n—» o0 n—»0



Definicija stupnja konvergencije:

ek+1 = da-

stupanj konvergencije

ek+1 = g'(g) ellc

Jacobijeva metoda ima stupanj konvergencije n=1



MATEMATICKI UVJET ZA KONVERGENCIJU
Newton-Raphson-ova iteracija

Poznat nam je uvjet konvergencije Jacobijeve
metode

X+1=8(x) uvjet [g'(®)|<1

Primijenimo isti rezultat za Newton-Raphson-ovu
iteracijsku formulu

f(xk)
Xp+1 =Xk ~ F1(xk)

f(xk)
fr(xk)

odgovarajuca g(x) funkcija je: g(x)=xk -



lokalni uvjet konvergencije |g'(®)|<1

f(&)- /(&)

/7 (8)

<1



€11 = X 1+1 -6 = X - f(Xp) / (%) - €

ek+1 o

° 2_ °

L /()
2

Newton-Raphson-ova metoda ima

stupanj konvergencije n=2



Jacobi-jeva metoda

>

y=9g(Xx)

tocno konacno rjesenje

£ (y=X)




y=9(x) Newton-Raphson-ova metoda

tangenta u (x;,f(x;)) =—

tocno konacno rjesenje

£ (y=0)




2. METODE ZA RJEéAVAI}IJE
NELINEARNIH JEDNADZBI

2. Wegstein-ova metoda (koristi sekantu)




Jednadzba pravca kroz dvije tocke (sekanta)
Ty (X1, 91=9(%4))

T, (X, =91, 9,=9(X%5))

Y= = Y2 N -(x—xl)
Xy =X

g, &
Yy—8 = : 1'(x_xl) Yy =X =X
Xy = X

_ glz_x1°g2
2-g,—x—g&,

Xy



y=Xx=X,

I

)\\/y:x:x4
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Stacionarna stanja
kemijskih reakcijskih mehanizama
(linearni kineticki modeli)

- k1l k2
AV B —> C
N k-2
B
k1l B y i
N 7/ k-2 A k-2 k2
\ N k3
b‘ C \k?‘\ C‘f



Stacionarna stanja
enzimskih reakcijskih mehanizama
(linearni kineticki modeli)

B4 B o B8 = 2 o P AE

lc-1
TEORIJA

- Enzimi su uglavnom proteini, a samo su neke RNK
ribosomi.

- Imaju veliku katalitiCku moc
(ubrzavaju reakcije 10°-108 puta).

- Nemaju sporednih produkata, a njihova aktivhost moze

se kontrolirati i regulirati.



Brzina enzimski katalizirane reakcije Cesto je veca od
brzine te iste reakcije katalizirane nebioloskim

katalizatorom.
Enzimi su visokospecificni te uglavhom jedan enzim
katalizira samo jednu reakciju pod odredenim fizikalno-

kemijskim uvjetima.

U organizmu postoji mnostvo enzima od kojih svaki

pojedini katalizira odredenu reakciju.

Reakcije su medusobno povezane unutar metabolizma.



Michaelis-Mentenicina konstanta (K,,)

numericki izrazava afinitet enzima prema supstratu.

K., se definira kao ona koncentracija supstrata kod koje

je brzina reakcije jednaka polovici maksimalne brzine.

K., ovisi o supstratu te o uvjetima okoline kao sto su pH

| temperatura.

Eksperimentalno se odreduje mjerenjem pocetne brzine

reakcije (v,) kod razlicitih koncentracija supstrata, dok

se racunski definira kao:

M k1




ol —~_ | | | |
0 @ oK, 3K, 4Ky 5Ky
[S]

Sto enzim jade veZe svoj supstrat, reakcija je sporija i
manja je vrijednost Ky,



G .y @_,.“ P+E

le-1

Bilanca enzim-supstrat kompleksa u stacionarnom

stanju postaje linearna jednadzba:

dt
RijeSimo ovu jednadzbu po varijabli E uz uvjet E + ES = E,

d
_ES:[O — kl'S'E—k_l'ES_kz'ES]

S k_1+k2

ES = EO . Kuj+s KM - K,

(Michaelis-Menten konst.)

Najveca brzina reakcije bit Ce ostvarena kada sve

molekule enzima budu u obliku ES kompleksa.

Ta brzina definirana je kao maksimalna brzina enzimski
katalizirane reakcije, a odredena je kao:

Vmax = k2 - Ey



MODELIRANJE ENZIMSKE REAKCIJE

sO l
S B 5 B « F o P A
l—.‘_l" B N
-2 A R n [
g
q
V = konst. _— D
d sO s, ES, p
—s=k_{-ES+D-(sg—s)—ky+s-E —‘:Q

dt

d
d_tES:kl'S'E_k_l'ES_kz'ES

d
—p=k,-ES—D-
dtp 2 p

Ukupna koli¢ina enzima y
. . d .
E,=E+ES u stacionarnom stanju. = (s,ES,p)T =0




L s = kl-@k_l-ES—kz-E5=o E,=E +ES

B85
kl-s-—k_l-E_S—kz-E_S=O

k]_'S'Eo_kl'S'ES_k_l'ES_kz'E5=O

-5 E{D) (kg S(Dk_{(Dky)-ES=0

_ kl'S.EO
B (k1'5+k_1+k2)

==
[y

ES

Najveca brzina reakcije bit
ce ostvarena kada sve
molekule enzima budu u
obliku ES kompleksa: ES = E,

S







Uvrstimo rezultat u bilancu koncentracije supstrata u
stacionarnom stanju i dobijemo izraz koji odreduje
stacionarno stanje koncentracije supstrata:
as=D-(so—s) +k_-ES—k ;- -s-E
d

Koncentracija produkta u stacionarnom stanju je:

d
—p=k,-ES—D-p=0
dtp 2 p

D'p=k2‘ES
p=%-ES —>r=ky,- ES = v, - =

KM+S
Odredili smo izraz
za izracunavanje

koncentracije produkta
u stacionarnom stanju.




Da bi se primijenio algoritam Jacobi-jeve linearne iteracije,
preuredimo izraz

S
0=D-(sg—5)—vy-

Ky +s
u oblik x = g (x), odnosno za ovaj primjer s= g (s).

Preuredeni oblik bilance je tada:

UVpm S

D Ky+s

Algoritam Jacobi-jevih linearnih iteracija za izraCunavanje
koncentracije supstrata u stacionarnom stanju dan je
izrazom:

S=SO_

Um Sk
S =5y — —° k=1, 2, ..... N
k+1 0 D Kp+sk / / /

indeks k je redni broj iteracije.

Uvjet konvergencije je: |g'(s)| <1
Odredimo li derivaciju, uvjet konvergencije postaje:

Um Ky

. <1
D (K + s)?




Primijenimo |li Newton-Raphson-ovu iteraciju

fCxx)

X = X5 —
k+1 k f,(xk)

za bilancu supstrata u stacionarnom stanju

S
Ky +s

O=D'(SO_S)_UM'

dobije se Newton-Raphson-ov izraz za izraCunavanje

koncentracije supstrata u stacionarnom stanju:

D~ (so =) = vm g5~
Sk+1 = Sk T Ky




[Enzim Supstrat TC°C>  pH k178D 17K YRl
pepsin (car bobenzoxy-1) ( A
f - glutamyl =1 - 31,5 4,0 |0,00108| S30
: Ltyrosine ethyl L )
\ester y, , N
(carbobenzoxy—1 3}
glutamyl -1 - 31.6 4,0 |0,00141 S50
ktyr-csine ) . J
Lrypsin benzoyl-1—-argi- |25,5 7.8 27,0 480
ninamde 00000 4 s == = -
chymolLrypsinogen|19,.6 Y, 51 2900 | 77O
sturin 24,5 7.5, 13100 | 400
benzoyl —arginine 0000 r=—r=—-=—: '
ester 5,0 2,0 26,7 12500
chymoLrypsin methyl hydroci -
nhamal e 5,0 7.8 0,026 Pepa
methyl dl-a-chlor-—f3
phenyl propionate 25,0 7.8 0,135 B3,.3
methyl d-3-
phenyllactate 25,0 7.8 0,139 28,6
methyl d-=/3-
rhenyllactate 25,0 7.8 1,38 100
benzoyl -phenyl al ani ne
methyl ester 25,0 7.8 51,0 =17
acetyl -1 -tryptophan
ethyl ester 25,0 7.8 30,7 588
acetyl -l -Lyrosine
ethyl ester 25, O 7.8 193 3.2




Izvor: https://hr.wikipedia.org/wiki/Enzim

Enzim je bioloski katalizator.

Enzimi su neophodni za zivot kakav poznajemo, jer su mnoge
reakcije koje se odvijaju u stanicama organizma prespore te bi
vodile do bitno drugacijih produkata koje organizmu ili ne
trebaju, ili bi Stetili.

Kao i svi katalizatori, enzimi funkcioniraju na nacin da
snizavaju energiju aktivacije pojedine reakcije, te na taj
nacin reakcije ubrzavaju i do nekoliko milijuna puta.

Enzim ostaje nepromijenjen citavim trajanjem reakcije na
koju utjece sto mu omogucava da, kad se jedna reakcija privede
kraju, ukljuci u drugu potpuno nepromijenjen.

Na aktivnost enzima mogu utjecati razlicite molekule.
Aktivatori su pak molekule koje povecavaju aktivhost enzima.
Inhibitori, prirodni ili umjetni stvoreni u laboratoriju, su
molekule koji ili umanjuju aktivhost enzima, ili je potpuno

unistavaju.

Neki su inhibitori korisni, a neki su Stetni i opasni.


https://hr.wikipedia.org/wiki/Katalizator
https://hr.wikipedia.org/wiki/Stanica
https://hr.wikipedia.org/wiki/Energija_aktivacije

Mnogi lijekovi su ustvari inhibitori enzima.

Npr. aspirin je inhibitor enzima koji rezultira stvaranjem
prostaglandina (inflamatorna molekula), te tako stopira bol i
inflamaciju.

Otrov cijanid deaktivira enzim citokrom C oksidazu i na taj nacin
blokira stanicno disanje.

Da u ljudskom tijelu nema enzima, umrli bismo.
Enzimi sluze kao katalizatori biokemijskih reakcija.

Bez njih ne bismo mogli izvoditi vitalne reakcije poput kopiranja
DNK i probave hrane.

Takoder su potrebni da bi se dogodila kataliza, koja tijelu daje
koliCinu aktivacijske energije.

Proteinski enzimi Cine veliku vecinu enzima u ljudskom tijelu.


https://hr.wikipedia.org/wiki/Aspirin
https://hr.wikipedia.org/w/index.php?title=Prostaglandin&action=edit&redlink=1
https://hr.wikipedia.org/wiki/Cijanid
https://hr.wikipedia.org/w/index.php?title=Citokrom_C_oksidaza&action=edit&redlink=1
https://hr.wikipedia.org/wiki/Stani%C4%8Dno_disanje

Katabolizam - proces koji oslobada energiju u nasem tijelu.

Velike molekule iz hrane (ugljikohidrati, masti i bjelancevine)
razgraduju se na manje molekule.

Tako nastaje energija koja osigurava gorivo za metabolicke,
toplinske i mehanicke procese (odrzavanje tjelesne temperature i
gibanje misica).

Katabolizam bjelan¢evina — enzimi ?

pepsin, trypsin, chymotripsin, aminopeptidaze, ...

Katabolizam masti — enzimi ?

lipaze, dehidrataza, hidrolaza, oksidaza, transferaza, ...

Katabolizam ugljikohidrata — enzimi ?

glikolaza, laktaza, dehidrogenaza, sintetaza, ...



Izvor: https://hr.wikipedia.org/wiki/Krebsov_ciklus

Krebsov
ciklus




Supstrati, enzimi i produkti u Krebsovom

ciklusu

Supstrat Koenzim —ERzim.__ Vrsta reakcije Inibitori Aktivatori Produkt
acetil-Co4, . . .. , ]
1 oksalacetat voda citrat sintetaza  kondenzacija - citrat
2a itrat - dehidracija [zocitrat
akonitaza cis-akonitat
) . L is- itat,
2b cis{akonitat voda hidracija
voda
3a iz§citrat NAD* . . oksidacija a)«&tc&%utarat,
q hl.z(;)atrat NADH,ATP  Ca®*, ADP — li
ehidrogenaza
3b oksals\kcinat H* & dekarboksilacija 0 SaNZh cinat,
NAD*, CoA- a-ketoglutarat  oksidativna NADH, , sukcinil-QpA,
4 a-ketoglutgrat . o - Ca?t
SH dehidrogenaza dekarboksilacija  sukcinil-CoA NADH, C
sukcinil-CoA sukcinat, G
5 sukcinil-CoA “&DP, fosfat ) fosforilacija ! !
sintetaza ) CoA-SH
_ sukcinat e
6 sukcinat FAD : oksidacija - fumarat, FADH,
eihdrogenaza
7 fumarat voda aza hidracija - L-malat
3 L-malat NAD* malat ksidacija oksalacetat,

deidrogenaza

___—7 NADH

Izvor: Wikipedia:

Krebsov ciklus. 2012. http://hr.wikipedia.org/wiki/Krebsov ciklus [4.11.2012.]



http://hr.wikipedia.org/wiki/Krebsov_ciklus

- Prepoznajete li vaznost enzima u prehrambenom inzenjerstvu?

- A vaznost enzima u metabolickim procesima?
- Imate li ideju kako ubrzati probavu (metabolicke procese)?
- Zasto zvacemo hranu?

- Zasto je uz meso i masnu hranu dobro jesti salatu?

- Razumijete li sada vaznost temperature vode u perilici pri

pranju deterdzentom s dodatkom enzima?



Jacobi-jev iterativni izraz za izraCunavanje
koncentracije supstrata u stacionarnom stanju:

Um Sk

D KM + Sk
Newton-Raphson-ov iterativni izraz za izraCunavanje

Sk+1 = So —

koncentracije supstrata u stacionarnom stanju:

: _ ).
D - (sg —sx) — vy Ky + e
Ky
D vm (Ky + sk)?

Sk+1 = Sk T

Kada odredimo koncentraciju supstrata, uvrstimo ju u

izraz za koncentraciju produkta u stacionarnom stanju:

_Uym S
D Ky+s

p



2.3. Matematicki modeli nelinearnih sustava

I njihovih stacionarnih stanja

Model jednostrukog uparivaca

| uparne stanice s tri stupnja uparivanja




e I nelinearni sustavi imaju
stacionarna stanja
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Qp

https://www.youtube.com/ Falling Film Evaporator


https://www.youtube.com/watch?v=N7iIzKA5xh8

-

protok supare
temperatura supare

protok rijetkog soka
temperatura rijetkog soka
udio suhe tvari

protok pare / kondenzata pare
temperatura pare na izlazu

Q,

Proces se projektira i vodi tako da se postigne maksimalna

cfikasnost uparavanja =

efikasnost uparavanja, za zadane vrijednosti udjela suhe tvari u u
rijetkom (ulazna sirovina) i koncentriranom soku (proizvod), uz

maksimalno zadrzavanje kakvoce proizvoda.



Qs0
Ts0
xs0

Qp
TpO

Qvl Qv2

{11 | T

Ql, Tl x1 Q2, T2, x2 Q3, T3, %3 .

max[f(QP,TP) =

kriteriji optimalnog upravljanja

O, |

d
O J T (nutrijenti,) = 0




Pritok rijetkog soka

Pritok pare

Isparivac

Odzracivanje
Izlaz kondenzata
pare

Izlaz koncentrata

i

Izvor:
Discover Engineering

GEA Wiegand

https://www.youtube.com/watch?v=N7ilzKA5xh8&ab_channel=Howden

CETOITRIELEL

Izlaz pare

Separator

Izlaz koncentrata

Animation: INware




ulazne veli¢ine C izlazne veli¢ine
Qs0
Ts0
xs0 Qp
TpO}
1(Qs0) ] r
Qk
9

1 %50 1 uparivac (T

velicine stanija
Qp )

\Tpo/ |

upravljacke velicCine




Tehnoloske znacCajke procesa

proces je skup jer su potrebne velike koliCine pare (energije)
odvija se na visokoj temperaturi

moze doc¢i do degradacije proizvoda
(smanjenje nutritivne vrijednosti i organoleptickih svojstava)

proces je nelinearan
bilance je relativho jednostavno modelirati

ali tesko je matematicki izraziti koeficijent prijenosa topline za
newton-ovsku tekucinu s promjenjivim udjelom suhe tvari

proizvod je suha tvar koju tijekom procesa koncentriramo
proces vodimo optimirajuci djelotvornost uparavanja

djelotvornost je omjer protoka supare i protoka zasicene pare



slozenost odredivanja koeficijenta prijenosa topline zbog

promjenjivog udjela suhe tvari Cini model zahtjevnim

maseni udio suhe tvari bitno utjece na reoloska i termofizicka
svojstva koncentrata (specificnu toplinu, koeficijent toplinske
vodljivosti i toplinski difuzivitet)

funkcionalna ovisnost navedenih parametara o udjelu suhe tvari
odreduje se na temelju eksperimentalnih istrazivanja u
laboratorijskim uvjetima, nelinearna je i ima oblik krivulje

na temelju izmjerenih podataka izraduju se regresijski modeli

nelinearni regresijski modeli tocnije aproksimiraju krivulju



Linearni model (lin. regresija) => velika pogreska

»

x + Nelinearni model (nelin. regresija) = manja pogreska

Eksperimentalni podaci




y = 1,9639x0.1193

/ : y = 0,0062x + 2,6738 _

e

/

/

y = -6E-09x® + 1E-06x° - 9E-05x* + 0,0033x3 - 0,0679x2 + 0,6775x + 0,5425

Krivulja zadane funkcije
Eksponencijalna regresija
Linearna regresija

Polinomna regresija 6. stupnja



Bilance stacionanih stanja

Pretpostavke:

— zanemarive su kemijske pretvorbe i njihov utjecaj na bilance
mase i energije

d
~ nema promjene akumulacije mase i energije, E(‘m, E)=0

— maseni udio suhe tvari (proizvoda) je sacuvan

Model se temelji na sljedec¢im bilancama:

. ukupna bilanca mase
. bilanca mase suhe tvari

. ukupna bilanca energije

PR W N =

. bilanca energije vodene pare




Qs0
Ts0
Xs0

TpO

x -0
=

vilboIb




Qs0
Ts0
Xs0

Qp
TpO

e

Q3, T3, x3

.
r




ulazne veliCine izlazne velicine

Qs0

Ts0

Xs0 Qp
—h T

4>

Qp

TpO
—_—

Qk




ukupna bilanca mase' Q = maseni protok
QP QL - QV + QP

bilanca mase suhe tvari:
QSO " Xo = QL 'x(T)

ukupna bilanca energ Energija koju Energija koju  Energija koju

odnosi supara odnosi koncentrat  odnosi para

QSO'CP(XO)'TSO+QP'iP(TP0)—QV' V\( )+QL' P( )'T+QP'iB(Tl

Energija koju Energija koju =

donosi rijetki sok donosi para

bilanca energije za vodenu paru:

O +[ip(Tpo) =1y (T)]= S+ h(x) (T, = T)



Specificna toplina
je
kolic¢ina topline
koju jedinica koliCine tvari treba primiti

da bi joj se temperatura podigla za jedinicu temperature.

Litra vode nema jednaki c, pri 10, 151 20 °C. Stoga se razlikuje i
kolicina topline koju je vodi potrebno dovesti da bi joj se

temperatura povecala s 10 na 11, s 15 na 16 ili s 20 na 21 °C.

Voda ima jedan od najvecih specificnih toplinskih kapaciteta, cija
vrijednost pri sobnoj temperaturi iznosi:
C,(H,0) ~ 4,2 kKl kgt K! = 4181,3 ] g*K!
c,(led) ~ 2,1 kJ kgt K1 = 2100 ] g*K?

Entalpija je mjera za unutarnji sadrzaj toplinske energije.



Toplinska vodljivost tvari jednaka je koliCini topline koju provodi kroz

jedinicu povrsine, u jedinici vremena, pri standardnim uvjetima, a da se

pritom vrijednost temperature smaniji za jedan stupanj (1 K) na jedinici puta

u smjeru strujanja topline. (Jednaka koli¢ina topline potrebna je i za 1 °C.)

Koefi_cijent ) Volum_etrij_s.ki Toplinska
(20 °C) topl_l_nske_ Gustoca toplln_s.kl difuzivnost
vodljivosti kapacitet
(W m-1K1) (kg m-3) (106 J m3 K1) (108 m?2s1)
brasno 0,45 593
secer 0,1-0,2 961
etanol 0,171 789 7
ulje 0,138 918 7,38
mlijeko 0,53
zrak 0,025 1,204 0,001 1938
voda 0,609 998 3,073 9
para 0,0184 0,6
led* 2,18 917

*vrijednost za led pri 0 °C



https://hr.wikipedia.org/wiki/Kemijska_tvar
https://hr.wikipedia.org/wiki/Toplina
https://hr.wikipedia.org/wiki/Povr%C5%A1ina
https://hr.wikipedia.org/wiki/Vrijeme_(fizika)
https://hr.wikipedia.org/wiki/Standardni_tlak_i_temperatura
https://hr.wikipedia.org/wiki/Kelvin

Toplinska svojstva leda

3,5
—Gustoca*1000 R
—Topl. vodljivost
—Spec. toplina*1000 25
lzf—'
/ -1
y = -8E-05x + 0,9174
- Temperatura ! ! ! 0 !
-100 -80 -60 -40 -20 0 20



Toplinska svojstva vode

—Tlak*1000 / /

—Gustoca*1000 / /
Spec. volumen

—Spec. toplina / /

—Spec. entropija / /

)

~

4

/ Temperatura

50 100 150 200 250 300 350






veper ~ Parametri modela

/1 stijenka cijevi izmjenjivaca topline

rijetki sok
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hidrodinamicki granicni sloj pare

hidrodinamicki granicni sloj soka



Otpori prijenosu topline
= R; + R, + R;
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cp

specificni toplinski kapacitet materijala
opada smanjenjem udjela vode i
porastom udjela suhe tvari

otpor prijenosu topline kroz materijal
raste smanjenjem udjela vode i
porastom udjela suhe tvari

R=R,+R,+R,




ukupna bilanca mase: Q = maseni protok
QSO +QP :QL +QV +QP
bilanca mase suhe tvari:

Ogo X9 =0, -x(T)

ukupna bilanca energije:

Qso 'CP(X)'TSO +QP 'iP(TPO): QV 'iP(T)+QL 'CP(X)'T"'QP 'iV(T)

bilanca energije za vodenu paru:

0 '[iP(TPO)_iV(T)]: S'h(x)'(TPO _T)



QL:QS().ﬁ QV:QSO.(I_ﬁj

X

bilanca mase suhe tvari:
Eetiri nelinearne bilance/iednadZbe pretvaramo u dvije

- vellcmestarQSO -xo — QL .X'(T)

- zelimo znati uuio sune wvari 1 temperawuru koncentrata

- uvrstavanjem u bilance energije dobijemo sljedece izraze:

fl(x,T)z Oso '(l_ﬁj'iP(T)"'Qso -ﬁ-cp(x)-T

X

+QP'iV(T)_QSO'CP(XO)'TSO_QP'iP(TPo)
fz(xaT): Op '[iP(TPO)_iV(T)]_h(x)°S'(TPO _T)



model je pojednostavljen smanjenjem broja jednadzbi sa
Cetiri (bilance/jednadzbe) na dvije (nelinearne jednadzbe)

nelinearne jednadzbe rjeSavamo Newton-Raphson-ovom

f(xy)

X = X, —
k+1 k f’(xk)

metodom

fz(xaT): Op '[iP(TPO)_iV(T)]_h(x)°S'(TPO _T)



Ex"j ox OT
Yol o

flxk) _
Xk+1 = Xk — f,(xl;) = Xk

-1

/% of.

\ OX 8T/[xk,TkJ

— f(x) 1 f (xy)

(ren
f,(x,T) x.T,)



G q

L3

1

2 3
TsO
xs0 (Qp ) Qvl Qv2
—_— T1 —> T2 ——a T3
+— 4 » +—>
TpO
e S St — | —
W, X1 %, X2 Q3,T3,x3
] " g,

1) 9s0t69,5+9p =9, 9, + 4,
9y 749y =92 T4y, T4y,

konac¢ni udiosuhe tvari 3) 4, v 4y, =43+ qy3 TGy,

ukupne bilance mase

1) qSO.xSO+§.qL3 :qL1.x1
bilance mase suhe tvari  2) g -x =¢q, -x

3) q,,-x,=9, X



Qs0 1 2 3

TsO

Xs0 Qvl Qv2
> T1 —> T2 ) T3

33 1 A A

N H_/
. .. Q2, T2, x2 Q3, T3, x3
ukupna bilanca energije > 5 g, ,

D M-cp-T +¢°4,-¢,(x)T+ M-ip-T
g, -¢,(x) T +q,-i,(T)+q,-i(T)

2) g -cp(x,) T+, 1,(T) =

Gy cp(,) Ty + gy, -1

3) 4, cp(%,) T+ gy, 0,(T)) =
Gy Cp(%3)- T+ gy -ip(T5)
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33 1 A A

Ql1l, T1l, x1 Q2, T2, x2 Q3, T3, x3 .

bilance energije pare

) g, '[iP(TP )_iV(Tl)]: S'h(x1)'(TP0 _Tl)
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Koristeni su slijedeci linearni regresijski modeli za

- koeficijent prijenosa topline: h(x) = hy — h; - x

- specificnu toplinu: cp(x) = cps - x +cp; - (1 — x)
Ps = P (solid) =p (suhe tvari u soku)
cp,=<¢p (liquid) =p (vode u soku)

- entalpije zasicene pare: i,(x) =i, +ip;-T

- entalpije otparene vode: i,(T) =i, o+ iy T



Svrha modeliranja procesa uparavanja

1) optimiranje djelotvornosti uparavanja
max ( E)

2) optimiranje kakvoce proizvoda

(npr. indeks kakvoce = koncentracija vitamina u koncentratu)

3) adaptivno upravljanje

za promjenljivi sastav ulazne sirovine (Xq)



Uparavanje rijetkog soka u proizvodnji secera

Barometrijska
kondenzacija vakuum

V brid

I brid ITbrid INIbnd IV brid

Povratna para

a

Rijetki sok

v Gusti sok

- S
- e - -

1

Skuplja&i kondenzata

PETEROCLANA UPARNA STANICA

Izvor: https://hr.wikipedia.org/ wiki/éeéerana



v =q, (kg h-1) 11238,3971

T o

=T, (°C) 97,52

Q,(kgh™)=| 15000 00
Ty (°C)= 20 Ts0 =Q, (kgh™) 13000
xolkekg-1)= g0 % =m0 97,52

13—

Qp
Q,(kgh™)=| 13000 Tpo » =Q, (kg h™) 3761,6029
Too (°C)= 125 =T, (°C) 97,52

(T"‘ =Xy (kg kg-1) 0,3988
X
T,=T,=T, (°C)

UKUPNA BILANCA MASE

Ulazni maseni protok soka narance (kg h'1)= 15000
Izlazni maseni protok koncentrata soka narance (kg h’1)= 3761,6029
Izlazni maseni protok vode otparene iz soka narance (kg h’1)= 11238,3971

BILANCA MASE SUHE TVARI

Maseni udio suhe tvari na ulazu u uparivac (kg kg'1)= 0,1
Maseni udio suhe tvari na izlazu iz uparivaca (kg kg'1)= 0,3987662

UKUPNA BILANCA ENERGIJE

Ulazni tok entalpije soka naran&e (MJ h™')= 1175,0850
Ulazni tok entalpije zasi¢ene vodene pare (MJ h')= 35330,6200
Izlazni tok entalpije para soka naran&e (MJ h™')= 30053,9100
Izlazni tok entalpije ukapljene (zasi¢ene) vodene pare (MJ h™)= 5310,3149
Izlazni tok entalpije koncentrata soka narange (MJ h™')= 1141,4801
Temperatura uparavanja (°C)= 97,52322

Efikasnost uparavanja Qv/Qp = 0,8644921




MODELIRANJE KONCENTRIRANJA RIJETKOG SOKA UPARAVANIJEM - jednostruki uparivac

31.12.2022 17:53 simulacija
I I I v v Vi
Qso(ke/h) 15000 20000 20000 20000 20000 15000
[15000-20000]
Tso (°C) 15 15 20 20 20 20
[15-20]
x (ke/kg) 0,10 0,10 0,10 0,1 0,10 0,10
[0,09-0,12]
Qp (kg/h) 12000 12000 12000 13000 13000 13000
[12000-13000]
Tp (°C) 120 120 120 120 125 125
[115-120]
UKUPNA BILANCA MASE
sok Qso (kg/h) 15000,00 20000,00 20000,00 20000,00 20000,00 15000,00
Supara Qv (kg/h) 10074,80 9264,00 9439,64 10559,49 10361,21 11238,40
Qk (kg/h) 4925,20 10736,00 10560,36 9440,51 9638,79 3761,60
BILANCA SUHE TVARI
xo (kg/kg) 0,1000 0,1000 0,1000 0,1000 0,1000 0,1000
x (kg/kg) 0,3046 0,1863 0,1894 0,2119 0,2075 0,3988
UKUPNA BILANCA ENERGIJE
1. Sok (MJ/h) 881,31375 1175,09 1566,78 1566,780 1566,78 1175,09
2. Para_ulaz (MJ/h) 32517,84 32517,84 32517,84 35227,660 35330,62 35330,62
3. Supara (MJ/h) 26930,36 24796,36 25265,68 28225,212 27780,92 30053,91
4. Para_izlaz (MJ/h) 4864,54 4978,59 4975,89 5267,460 5551,82 5310,31
5. Koncentrat (MJ/h) 1604,26 3917,97 3843,05 3301,769 3564,65 1141,48
Tk (°C) 96,78 99,05 99,00 96,74 101,96 97,52
(Qv/ap) 0,840 0,772 0,787 0,812 0,797 0,864
PROVJERA BILANCI TOPLINE
(142) - (3+4+5) =0 DA DA DA DA DA DA

Pri povecanju protoka zasi¢ene vodene pare efikasnost se povecava jer se otparava vise supare nego sto se dovodi pare.

Najskuplja opcija je povecanje protoka pare. Najbolje opcije su kvalitetna sirovina i predgrijavanje soka.






MODELIRANJE KONCENTRIRANJA RIJETKOG SOKA UPARAVANIJEM - trostruki uparivac

1. simulacija 2. simulacija
| I I | I I

Qso(kg/h) Qso(kg/h)

B 15000 1358656 12116,77|  olEM) 20000 19456 18883
Tso (°C) 15 113,5888 111,3009| 1500’0 15 113,63 112,76
[5-25] [5 -25]

x (kg/ke) 0,1 0,110403 0,123795| X (ke/ke) 0,10 0,10 0,11
[0,05 -0,12] [0,05 -0,12]

Qp (kg/h) Qp (kg/h)
ap le 4000 1413,436 1469,79| b WEM) 4000 544 57362
Tp (°C) 120 113,5888 111,3009 Tp (°C) 120 114 112,76
[115-125] [115-125]

UKUPNA BILANCA MASE UKUPNA BILANCA MASE

Sok Qso (kg/h) 15000 13586,56 12116,77| Qso(kg/h)  20000,00 19456,25 18882,63

SuparaQu (kg/h) 1413,436 146979 1522.644|  Qu (kg/h) 54375 573,62 604,24
ak (kg/h) 13586,56 12116,77 10594,13|  ak (kg/h) 1945625 18882,63 18278,39

BILANCA SUHE TVARI BILANCA SUHE TVARI

xo (kg/kg) 0,1 0110403 0123795|  xo (kg/ke) 0,1000 01028  0,1059

x (ke/kg) 0,110403 0,123795 0,141588|  x (kg/ke) 0,1028 071059  0,1094
UKUPNA BILANCA ENERGUJE UKUPNA BILANCA ENERGIJE
Sok (MJ/h) 8813133 600168 51950932|  sok(Mi/h) 117509 8642.66 8306,00
Para_ulaz (MJ/h) 1083928 3815,802 3962613 Para_ulaz(Mi/h) 1083928 1467,98 1547,82
Supara (MJ/h)  3815,802 3962,613 4099,278| Supara(M)/h) 1467,98 1547,82 1629,58
Para_izlaz (MJ/h) 1903112 6589368 670,3192| Para_izlaz(MJ/h) 1903,73 256,82 26872
Koncentrat (MJ/h) 600168 5195932 4338943/ Koncentrat (MJ/h) 8642,66 8306,00 795552
Tk (°C) 113,5888 111,3009 1088824 Tk (°C) 113,63 112,76 111,84
(Qv/ap) 0353 1,040 1,036 (Qv/Qp) 0,136 1,055 1,053
(Q3/Qp) 1,101 (Q3/Qp) 0,430

Najskuplja opcija je poveéanje protoka pare
Najbolja opcija je kvalitetna sirovina

Moguce je poboljsanje predgrijavanjem soka




MODELIRANJE KONCENTRIRANJA RIJETKOG SOKA UPARAVANIJEM - trostruki uparivac

3. simulacija 4. simulacija
| I I | I I
Qso(ke/h) 20000 1927994 18520,49|  Qsolke/h) 20000 19180,59 18316,26
[15000-20000] [15000-20000]
Tso (°C) 20 113,6211 112,4718 Tso (°C) 20 113,4109 112,0568
[5-25] [5 -25]
x (kg/ke) 01 0103735 0,107988 x (kg/ke) 014 0145981 0,15287
[0,05 -0,12] [0,05 -0,12]
ap (kg/h) 4000 7200617 7594443| P (ke/h) 4000 819,4144 864,3305
[4000-6200] [4000-6200]
Tp (°C) 120  113,6211 112,4718 Tp (°C) 120  113,4109 112,0568
[115-125] [115-125]
UKUPNA BILANCA MASE UKUPNA BILANCA MASE
Qso(kg/h)  20000,00 19279,94 18520,49| Qso(kg/h)  20000,00 19180,59 18316,26
Qv (kg/h) 72006 75944 799,43 Qv (kg/h) 81941 86433 909,72
ak (kg/h) 1927994 18520,49 17721,06|  Qk (kg/h) 1918059 18316,26 17406,54
BILANCA SUHE TVARI BILANCA SUHE TVARI
xo (kg/kg) 0,1000 071037  0,1080 xo (kg/kg) 0,1400 01460 01529
x (kg/kg) 0,1037 01080 071129 x (kg/kg) 0,1460 01529  0,1609
UKUPNA BILANCA ENERGIJE UKUPNA BILANCA ENERGIJE
Sok (MJ/h)  1566,78 855845 811429 |  sok(Mi/h)  1523,65 825089 7746,89
Para_ulaz (MJ/h) 1083928 1943,96 2048,90 | Para_ulaz(Mi/h) 1083928 221191 233131
Supara (MJ/h)  1943,96 204890 215524 | Supara(My/h) 221191 233131 245166
Para_izlaz (MJ/h) 190365 33922 35390 | Para_izlaz(MJ/h) 1900,13 384.60 40047
Koncentrat (MJ/h) 855845 811429 7654,04 | Koncentrat (MJ/h) 8250,89 7746,89 7226,07
Tk (°C) 113,62 112,47 11125 Tk (°C) 113,41 112,06 110,62
(Qv/Qp) 0,180 1,055 1,053 (Qv/ap) 0,205 1,055 1,053
(Q3/ap) 0,570 (Q3/ap) 0,648




MODELIRANJE KONCENTRIRANJA RIJETKOG SOKA UPARAVANIJEM - trostruki uparivac

5. simulacija 6. simulacija
| I I | I I
Qso(ke/h) 20000 168075 1344691  asolke/h) 20000 16999,89 1384146
[15000-20000] [15000-20000]
Tso (°C) 20 1095471 1039666 1009 20 1146244 109,4396
[5-25] [5 -25]
x (kg/ke) 0,14 0,166592 0,208226| X (ke/ke) 0,14 0,164707 0,202291
[0,05 -0,12] [0,05 -0,12]
ap (ke/h) 6200 3192,496 3360,592| QP (ke/h) 6200 3000,113 3158426
[4000-6200] [4000-6200]
Tp (°C) 120 1095471 103,9666 Tp (°C) 125 114,6244 109,4396
[115-125] [115-125]
UKUPNA BILANCA MASE UKUPNA BILANCA MASE
aso (kg/h) 20000 16807,5 13446,91|  Qso (ke/h) 20000 1699989 1384146
Qv (ke/h) 3192496 3360,592 3510,516| Qv (ke/h) 3000,113 3158,426 3300,76
Qk (kg/h) 16807,5 1344691 9936,396|  Qk (kg/h) 1699989 1384146 10540,7
BILANCA SUHE TVARI BILANCA SUHE TVARI
xo (kg/kg) 0,14 0,166592 0,208226|  xo (ke/kg) 0,14 0,164707 0,202291
x (ke/kg) 0,166592 0,208226 0,281792|  x (kg/ke) 0,164707 0,202291 0,265637
UKUPNA BILANCA ENERGUJE UKUPNA BILANCA ENERGIJE
Sok (MJ/h) 1523652 6381,443 5068,173|  sok(Mi/h)  1523,652 7292,704 5515,743
Para_ulaz (MJ/h) 16800,88 859823 902125 Para_ulaz(Mi/h) 1684999 810422 8505,932
Supara (MJ/h) 859823 902125 9388,709| Supara(M)/h)  8104,22 8505932 8858963
Para_izlaz (MJ/h) 2844863 139025 1374,849| Para_izlaz(MJ/h) 2976,717 1375248 1371,183
Koncentrat (MJ/h) 6881,443 5068173 3325 864/ Koncentrat (Mi/h) 7292,704 5515,743 3791529
Tk (°C) 109,5471 103,9666 97,67209 Tk (°C) 1146244 109,4396 103,6468
(Qv/ap) 0,515 1,053 1,045 (Qv/Qp) 0,484 1,053 1,045
(Q3/Qp) 1,623 (Q3/ap) 1,526




MODELIRANJE KONCENTRIRANJA RIUETKOG SOKA UPARAVANIEM

31.12.2022 17:53

ZADANI SU SLIJEDECI PODACI ZA JEDNOSTRUKI UPARIVAC

MASENI PROTOK SOKA NARANCE NA ULAZU U UPARIVAC Qso(kg/h) [15000-20000] 15000
TEMPERATURA SOKA NARANCE NA ULAZU U UPARIVAC Tso (°C) [15 -20] 20
MASENI UDIO SUHE TVARI U ULAZNOM SOKU NARANCE x (kg/kg) [0,09 -0,12] 0,10
MASENI PROTOK ZASICENE VODENE PARE Qp (kg/h) [12000-13000] 13000
TEMPERATURA ZASICENE VODENE PARE NA ULAZU Tp (°C) [120-125] 125
UKUPNA BILANCA MASE
ULAZNI MASENI PROTOK SOKA NARANCE aso (kg/h) 15000
IZLAZNI MASENI PROTOK PARA NARANCINOG SOKA Qv (kg/h) 11238,3971
IZLAZNI MASENI PROTOK KONCENTRATA SOKA Qk (kg/h) 3761,6029
BILANCA SUHE TVARI
MASENI UDIO SUHE TVARI NA ULAZU U UPARIVAC xo (kg/kg) 0,10
MASENI UDIO SUHE TVARI NA IZLAZU 1Z UPARIVACA x (kg/kg) 0,398766
UKUPNA BILANCA ENERGIJE
ULAZNI TOK ENTALPIJE SOKA NARANCE (MJ/h) 1175,0850
ULAZNI TOK ENTALPIJE ZASICENE VODENE PARE (MJ/h) 35330,6200
IZLAZNI TOK ENTALPIJE PARA SOKA NARANCE (MJ/h) 30053,9100
IZLAZNI TOK ENTALPIJE UKAPLIENE VODENE PARE (MJ/h) 5310,3149
IZLAZNI TOK ENTALPIJE KONCENTRATA SOKA (MJ/h) 1141,4801
TEMPERATURA UPARAVANJA Tk (°C) 97,523220
EFIKASNOST UPARAVANJA (Qv/Qp) 0,864492

PROVIJERA BILANCE TOPLINE

SUMA toplina ulaz SUMA entalpija izlaz
Qso Sok 1175,0850 30053,9100 Supara Qv
Qpo Para 35330,6200 5310,3149 Kondenzat pare Qp
1141,48 Koncentrat soka Qk

RAZLIKA
36505,7050 0,0000 36505,7050










3. Modeli dinamickih stanja sustava

Model smrzavanja namirnica

Metoda za rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi

(Eulerova i Runge-Kutta)

Model sterilizacije namirnica

Model upravljanja biokemijskim reaktorom



- Promjene mjernih velicina u tehnoloskim procesima

najcéescée su opisane diferencijalnim jednadZzbama:

%:f(t,y) %=f(x,y) %=f(7‘»3’)

- Vecina tehnoloskih procesa odredena je istovremenim

promjenama vise nezavisnih velicina
(primjer: promjenom temperature namirnice mijenjaju se i

viskozitet, gustoca, volumen, udio vitamina i dr.)

- Zato ove promjene ne mozemo opisati obicnim

diferencijalnim jednadzbama (ODJ) nego ih moramo

opisivati parcijalnim diferencijalnim jednadzbama (PDJ)
[u istom trenutku mijenjaju se vrijednosti nekoliko

velicina]



Nije nam uvijek potrebno potpuno tocno rjesenje neke
funkcije

Stoga parcijalne diferencijalne jednadzbe (PDJ)
pojednostavljujemo razliCitim aproksimacijama zadane
funkcije

Tako PDJ postaju obicne diferencijalne jednadzbe (ODJ),
a ponekad i obicne algebarske jednadzbe (OAJ)

PDJ] — ODJ - OAJ

Aproksimacijama ne mozemo izracunati potpuno tocne
vrijednosti rjesenja funkcije nego tek priblizne vrijednosti

Za izracun tocnih ili pribliznih vrijednosti funkcije
najcesce moramo koristiti numericke metode

Izbor numericke metode zavisi od vrste jednadzbe kojom
su opisane bilance ii druge zavisnosti izlaznih veliCina o
ulaznim veliCinama



Obicne i parcijalne diferencijalne jednadzbe (ODJ i PDJ)
koje se pojavljuju u tehnoloskim procesima cesto nisu
rjesive analiticki tj. egzaktno (izraCunata rjesenja ne

mozemo potvrditi mjerenjem)

Zato je za izraCunavanje rjesenja potrebno koristiti

numericke metode
(Primjer: za izracunavanje temperature namirnice tijekom

sterilizacije, potrebno je rijesiti diferencijalnu jednadzbu)

Najpoznatija je Eulerova metoda (Leonhard Euler, 1768.)

Euler-ova metoda je tzv. Runge-Kutta metoda prvog reda
(pogreska metode je reda e! pa je to metoda prvog reda)

- Vidi skripta: Numericke metode



- Postoje i drugi oblici ove metode kao i njena poboljSanja

(npr.: korigirana Eulerova metoda)

- Ideja Euler-ove metode je da se ,visina” iduce ordinate
iz prethodne konstruira po tangenti u toj prethodnoj

tocCki

- eksplicitni oblik jednadzbe za primjenu Euler-ove metode

je matematicki izraz: Yty = Yoo T D f(Yaor Tao)

y = vrijednost funkcije

k = korak iteracije (iteracija je ponavljanje izracuna)

h = korak integracije (integriranje je izraCunavanje povrsSine ispod
krivulje)

t = vrijeme za koje se izracunava vrijednost funkcije
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Rjesenja izraCunata primjenom numerickih metoda samo su

aproksimacije stvarnih rjesenja.



Primjer iz tehnologije proizvodnije i prerade brasna:

Ekstenzograf je uredaj koji biljezi krivulju koja nastaje mjerenjem
otpora i duljine tijesta pri rastezanju, sve do trenutka kidanja.

Rezultat je prikazan na ekstenzogramu:
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- Presjek vekne kruha prikazana je krivuljom.
- Povrsina ispod krivulje neke funkcije je integral funkcije.

- Za izracunati povrsinu presjeka potrebno je izracunati

A
J(x)

B

I= l].f(x)dx




PRIMJER: dy
. . . “ . —=—=02-(t-y)
- zadana je diferencijalna jednadzba: g

- opci oblik iterativhe formule kod Euler-ove metode je
najjednostavnija aproksimacija krivulje

(dobivena je upotrebom samo prve /bée“na Taylor-ovog reda)
Q/‘G i
C{]'

= + h - f(t 9
Y1) = Y (Eyr Yao) 7 X /¢
- gdje je: S, C?C/"
indeks(k)= korak iteracije (k = 1, 2, 3, ...) 7z

konstanta h)= korak integracije (h = 0.5)

Za zadanu jednadzbu iterativna formula je:

@1)=y®+h-0.2(@—y®)



neka je korak integracije|h = 0.5], tp,=0liy,=0

vrijednost varijable t se povecava (npr. vrijeme u

sekundama) u svakoj sljedecoj iteraciji za zadani korak
integracije h (h = 0.5 sekundi)

korak integracije h je konstantan i za svako

izraCunavanje ima vrijednost h = 0.5

Yy = Yoo T 0 f(Er Yio)

d—y=0.2-(t—y)
dt

[ Yie1 = Y + 0.2 (& - Yk)]




- neka je korak integracije h = 0.5, t, =0iy, =0

Yi =Yoo+ h0.2(t;-yy) =0+0.5-0.2(0-0) =0
Y, =Yy; + h-0.2(t;-y;)=0+0.5-0.2(0.5-0) = 0.05
Yy =Y, + h-0.2(t -y, =0.05+ 0.5-0.2 (1-0.05) = 0.145

[ Yirr = Y + h-0.2 (- yy) ]
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Iterativnim izracunavanjem dobiveni su sljededi rezultati
kao parovi toCaka (x,, y,) kojima prolazi integralna krivulja
koja predstavlja graficki prikaz integrirane funkcije
f(x)=dy/dt:.

K to Yoo

0 0 0

1 0.5 0

2 1 0.05

3 1.5 0.145

4 2 0.2805
5 2.5 0.45245

Euler-ova metoda aproksimira krivulju pravcem

(tangentom) u svakoj iteraciji.



Korigirana Euler-ova metoda

Korekcija Euler-ove metode izvodi se tako da se u polovistu
izmedu t,, i t,, ;) povuce tangenta na krivulju, pa pogreska

Uy Postaje manja nego kod obicne Euler-ove metode.

Opdi oblik iterativhe formule je:

1
yk+1—yﬁh;[f(yk,tkﬁf(yﬁh°.f(yk,tk),tk+1)|]

Za zadanu diferencijalnu jednadzbu iterativna formula je:

11|z ] ]
yk+1=yk+h;{g(tk-ykﬁg(tm-h g(tk-yk) }




Iterativnim izraCunavanjem dobiveni su sljedeci rezultati
kao parovi tocaka (x,, y,) kojima prolazi integralna krivulja
koja predstavlja graficki prikaz integrirane funkcije
f(x)=dy/dt:

Kot Y

0 0 0

1 0.5 0.025
2 1 0.0964
3 1.5 0.2120
4 2 0.3670
5 2.5 0.5683
6 3 0.8053
7 3.5 1.0790
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- Za mali korak integracije (h=0.1) metoda preciznije aproksimira
funkciju

o
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- Za veliki korak integracije (h=1) metoda manje precizno
aproksimira funkciju

o
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- Za jako veliki korak integracije (h=5) metoda ne moze precizno
aproksimira funkciju, a niz izracunatih rjesenja je divergentan

o
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Usporedba eksplicitne i implicitne Eulerove metode
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- bolje metode od Euler-ove imaju vise koraka o kojima

ovisi iduca aproksimacija

- najpoznatije su Runge-Kutta metode, osobito Runge-

Kutta metoda Cetvrtog reda



Metoda integracije: Runge Kutta 2 - jednadzbe

Zadan je sustav jednadzbi di)_;(t) = ]7()7, f)
[

Prvi korak (prva tangenta) k h f(yz 2 l )
- (. 1 =

Drugi korak (druga tangenta) k2 — h - f yi y kl

—

Konacni izraz yi+1 — yi T k2




Yi

Metoda integracije: Runge Kutta 2

tangentau t; ./,

_— y(t)

P Raspon "h” dijeli se na pola =

ti+1




Sto zapravo predstavlja ova plava krivulja u primjerima?

Predstavlja graficki prikaz promjene neke mjerne veliCine
(veliCine stanja).

To moze biti promjena temperature materijala, udjela suhe
tvari u materijalu, viskoziteta itd.



Metoda integracije: Runge Kutta 4

Postupak se provodi u 4 koraka: ]_C’ h _’(_. )
i 1 f Vst

1) tangenta na lijevom rubu

2) tangenta u polovistu

3) tangenta u polovistu k3 =h- f )_;i +

4) tangenta na desnom rubu k4 — h ' f( i T 3)

- 1 -
Vg =Y +—- (k +2-k,+2-k, +k,

O\




Metoda integracije: Runge Kutta 4

tangenta u t

: y(t)
. . . E . Raspon "h” dijeli se .
:‘ . = :’: Cetiri puta na pola .
h/2 s - :
| e . -
t h Gy t




Euler-ova metoda

POVEZNICE:

List of Runge-Kutta methods ~~ = =  =====—————— Runge-Kutta 2

Runge-Kutta methods
Runge-Kutta 4


https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_Runge%E2%80%93Kutta_methods
https://en.wikipedia.org/wiki/Runge%E2%80%93Kutta_methods
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3. Modeli dinamickih stanja sustava

Model zamrzavanja namirnica

Metoda za rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi
(Euler-ova i Runge-Kutta)

Model sterilizacije namirnica

Model upravljanja biokemijskim reaktorom



grijanje

sterilizacija
J hladenje

smjer
prijenosa
topline






Model zamrzavanja namirnica

namirnica

visina namirnice (H)

polovica Sirine (L/2)
T

ambalazni materijal

I granicni sloj struje zraka

— V, Ty — brzina strujanja i temperatura rashladnog zraka



6(t) = debljina smrznutog dijela namirnice

T nesmrznuti dio proizvoda

smrznuti die proizvoeda

ambalaini materijal

grani<ni sloj struje zraka




model za analizu dinamike zamrzavanja prehrambenih proizvoda

proizvod ima oblik kvadra i nalazi se u ambalazi (pretpostavka!)
hladenje se provodi strujanjem hladnog zraka konstantne

temperature (pretpostavkal)
dinamika procesa zamrzavanja odredena je dinamikom
prijenosa topline s granice nesmrznutog na smrznuti dio

proizvoda i s ambalaze na struju hladnog zraka

dinamika prijenosa topline odredena je otporima (W m2K1):

1. u granicnom sloju struje zraka (red velicine 1072),
2. ambalaze (102),
3. smrznutog dijela proizvoda (1072) i

4. u granicnom sloju izmedu smrznutog i

nesmrznutog dijela proizvoda (104)



rznuti dio proizvoda

o proizvoda

ambalaini materijal

grani<ni sloj struje zraka




- matematicki model se sastoji od tri dijela:

1. modela dinamicke bilance topline (R, R,, R; i R,),

2. modela otpora prijenosu topline u granichom

sloju |

3. modela sastava prehrambenog proizvoda.



- dinamika procesa zamrzavanja podijeljena je u tri

faze:

- u prvoj fazi namirnica se hladi
od pocCetne temperature do temperature na kojoj voda

u proizvodu prelazi u led,

- u drugoj fazi pomice se granica leda i vode prema

sredistu materijala

(pretpostavka je da se temperatura proizvoda ne mijenja),

- u trecoj fazi namirnica je zamrznuta,
temperatura se snizava i asimptotski se priblizava

temperaturi rashladnog zraka



vy

Temperatura (°C)
= LN

-
-

-15

Vrijeme (min)

(A-B) = period hladenja namirnice do temperature smrzavanja

(B-C) = pomicanje granice smrznuto-nesmrznuto prema unutrasnjosti namirnice

(gotovo da nema promjene temperature)

(C-D) = pothladivanje potpuno smrznute namirnice na temperaturu rashladnog zraka




Osnove matematickog modela zamrzavanja

Dinamika procesa odredena je brzinom prijenosa topline

Brzina prijenosa topline je odredena s Cetiri otpora:

- R, = otpor hidrodinamickog granicnog sloja uz ambalazu

- R, = otpor ambalaze
- R; = otpor smrznutog dijela namirnice
- R, = otpor u grani¢nom sloju smrznuto-nesmrznuto

(podrucje u kojemu voda kristalizira)



R =

R1+R2+R3+R4

N

L e R R R L R LN

TEATEATEATEA TR EATEATEALTEA LA TRATEALER

-

T nesmrznuti dio proizvoda

smrznuti die proizvoda

ambalaZni materijal

grani€ni sloj struje zraka




Ri

|

granicni sloj

1
R =—

he
—

R=R, +R, + R, + R,

R;

|

ambalaza

R3

|

smrznuti
dio
proizvoda

R1 i R2 mozemo mijenjati u procesu

R,

|

granicni
sloj
led-voda




Prva i treca faza procesa modelirana je procesom prvodg reda s

usredotoCenim parametrima.

y=k-x+l=k-x1+1

[
=

L R

[
L

Temperatura (°C)

-10

\

\

Vrijeme (min)




- Prva i treca faza procesa modelirana je procesom prvodg

reda s usredotocenim parametrima.

- Jednadzba modela je:
toplina koja prolazi kroz ambalazu toplina koju namirnica prima

1od\" L dT
e IR

- Termofizicki parametri odrede se posebno za proizvod u

smrznutom i nesmrznutom stanju

- Brzina zamrzavanija je brzina pomicanja granice leda:

d
Vzamrzavanja = Ea(t)
- Vrijeme zamrzavanja proizvoda definirano je izrazom

L

) (tzamrzavan j a) — 5



- proizvod se smrzava hladnim zrakom u podrucju temperatura
od 0 do -50 °C

Postupak pri modeliranju

1. za odabranu temperaturu rashladnog zraka prvo se odrede

vrijednosti fizickih, toplinskih i transportnih parametara

2. za odabranu vrijednost brzine strujanja zraka i karakteristicne

dimenzije izraCuna se Reynoldsov broj

3. ovisno o podrucju strujanja odabere se korelacija za Nu broj

4. iz korelacije se zatim odredi koeficijent prijenosa hg

5. otpor prijenosu topline kroz ambalazu R, odredi se na osnovu

odabranog materijala i njegove debljine



6. toplinska svojstva prehrambenog proizvoda odrede se iz
pojednostavljenog modela
proizvod se sastoji od dvije komponente:

suhe tvari i vode

- za suhu tvar se pretpostavi (!) da ima konstantnu

specificnu toplinu, gustocu i toplinsku vodljivost

- za vodu se uzimaju vrijednosti u tekuéem i zaledenom

stanju

Svrha modela:

odrediti brzinu i vrijeme zamrzavanja




NajceSce se pise na slijedeci nacin 1!;

gdje je:

R Dinamicki pritisak  pvZ/L  pv,L wv,L  Inercijalne sile

Smicuci napon pug [ L2 7 7 Viskozne sile

je gustoca fluida u kgm-3
brzina fluida u ms-1
karakteristicna duzina m

je (apsolutna) viskoznost fluida Nsm~—2 ili Pa-s
je kinematicka viskoznost fluida, definirana kao v = py/p, u m2s-1

[i] Izvor: http://bs.wikipedia.org/wiki/Reynoldsov_broj


http://bs.wikipedia.org/wiki/Reynoldsov_broj#cite_note-1
http://bs.wikipedia.org/wiki/Gusto%C4%87a
http://bs.wikipedia.org/wiki/Viskoznost
http://bs.wikipedia.org/wiki/Fluid
http://bs.wikipedia.org/wiki/Reynoldsov_broj#cite_note-1

U prijenosu topline na granici (povrsini) unutar fluida, Nusseltov
broj je bezdimenzionalni broj koji predstavlja omjer konvekcijskog i
kondukcijskog prijenosa topline preko te granice (okomito na tu
granicu).

Nusseltov broj blizu ravnoteze, prvenstveno konvekcije i kondukcije
manjih intenziteta, karakteristika je laminarnog strujanja.

Veci Nusseltov broj odgovara aktivnijoj konvekciji, sa turbulentnim
strujanjem, najc¢esce u rangu od 100 do 1000. [

Konvekcijska i kondukcijska strujanja topline su paralelna jedna s
drugim, kao i s povrsinskom normalom/okomicom granicne
povrsSine, a svi su okomiti na srednje strujanje fluida u
jednostavnom slucaju.

hL  konvekcijski prijenos topline

N = =
“ ks  kondukcijski prijenos topline

gdje je:

h - konvekcijski koeficijent prijenosa topline
L - karakteristiCna duzina

ks - toplinska vodljivost fluida

11 1zvor: http://bs.wikipedia.org/wiki/Nusseltovov_broj


http://bs.wikipedia.org/w/index.php?title=Prijenos_toplote&action=edit&redlink=1
http://bs.wikipedia.org/w/index.php?title=Granica_(termodinamika)&action=edit&redlink=1
http://bs.wikipedia.org/wiki/Fluid
http://bs.wikipedia.org/wiki/Bezdimenzionalna_veli%C4%8Dina
http://bs.wikipedia.org/wiki/Konvekcija
http://bs.wikipedia.org/wiki/Toplotna_provodljivost
http://bs.wikipedia.org/wiki/Laminarno_strujanje
http://bs.wikipedia.org/wiki/Turbulentno_strujanje
http://bs.wikipedia.org/wiki/Nusseltov_broj#cite_note-1
http://bs.wikipedia.org/w/index.php?title=Paralelnost&action=edit&redlink=1
http://bs.wikipedia.org/wiki/Povr%C5%A1inska_normala
http://bs.wikipedia.org/wiki/Granica
http://bs.wikipedia.org/w/index.php?title=Okomitost&action=edit&redlink=1
http://bs.wikipedia.org/w/index.php?title=Sredina&action=edit&redlink=1
http://bs.wikipedia.org/wiki/Konvekcija
http://bs.wikipedia.org/w/index.php?title=Koeficijent_prijenosa_toplote&action=edit&redlink=1
http://bs.wikipedia.org/w/index.php?title=Karakteristi%C4%8Dna_du%C5%BEina&action=edit&redlink=1
http://bs.wikipedia.org/wiki/Toplotna_provodljivost
http://bs.wikipedia.org/wiki/Reynoldsov_broj#cite_note-1

Bilanca topline

- pretpostavka o "kvazistacionarnosti” procesa (prividno stacionarno stanje)
- neprekidno se mijenja debljina smrznutog sloja

- brzina smrzavanja = brzina prijenosa topline
toplina_koju namirnica prima toplina koja

0]
dt |

H, - latentna toplina smrzavanja (npr. od +20 °C do 0 °C)(H, = 335 kJ kg)

rolazi kroz ambalazu

Latentna toplina je koliCina topline potrebna za zagrijavanje 1 kg
vode od 0 °C do 100 °C.
Ista koliCina topline potrebna je i za smrzavanje.

Q =1 (kg) - 4190 (J kgt K1) - 100 °C = 4,19-105 (J) = 419 (kJ)

(Voda se u namirnicama nalazi najcesc¢e na dnevnoj temperaturi,
koja je blize temperaturi 0 °C nego 100 °C. Zato je potrebno
dovesti viSe topline za isparavanje nego za smrzavanje vode.)




Parametri modela

- ukupni koeficijent prijelaza topline s namirnice na hladni zrak (h):
1 1 d olt 1
=— 444 ( )+ — =R
h h, k, ko h

- toplinska vodljivost namirnice tijekom zamrzavanja (k):

udio vode
u namirnici

T

knesmrznutog = ksuhe tvari (1-x) + kHZO X

suha tvar T voda
ksmrznutog = ksuhe tvari (1-x) + kIeda * X
suha tvar - led

psmrznutog = psuhe tvari + pleda



- koeficijent toplinske vodljivosti vode je 0,588 W m-1 K1

- koeficijent toplinske vodljivosti leda se izraCuna prema

formuli

|14
k — | =2,21-0,0114 - t.(°C
leda<mK> s( )

- t. je temperatura na kojoj proizvod zamrzava



Dinamicka bilanca

- dinamika procesa zamrzavanja je odredena
diferencijalnom jednadzbom koja se izvede iz bilance

topline kada se upotrijebi limes bilance za At - dt i A§ - dé

_—— =

T —T, 1 d, () 1)id5()
p-x-H, ) \h., k, kg K" dt

-~ em mm =

-

poCetni uvjet: t=0; 6._,=0
Na pocetku procesa nema leda u namirnici.
- nakon separacije varijabli integriramo lijevu i desnu stranu

t B 5(t)
j L =1, -dt:j : +d‘4+5(t)+ 1* -do
p-x-H, h, k, k. h

0 0



t B 5(t)
j[ L, =1y )-dt: I(l +dA+5(t)+ l*j-dé
p-x-H, h. k, k. h

0 0

- integriramo svaki Clan zasebno:

L=t 1, du, 1* St
px-H, \h. k, h 2k,

Rjesenje diferencijalne jednadzbe



ds |

dt

vrijeme zamrzavanja

L
S(tzamrzavan ja) = E

brzina zamrzavanja

d
Vzamrzavanja = E o(t)

U pocCetku se brzo pomice
granica smrznuto-nesmrznuto,
a kasnije je sve deblji sloj leda i
granica se pomice sve sporije.




Primjer: model i simulacija procesa zamrzavanja

- simulacijskim programom odreduju se brzina i vrijeme
zamrzavanja za slijedecCe odabrane parametre:
- vrstu proizvoda,
- dimenzije, vrstu i debljinu ambalaze i

- brzinu i temperaturu rashladnog medija (zraka).
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PTF OSIJEK

Modeliranje dinamike zamrzavanja namirnica

Ak. g.2022./2023. 31.12.2022. 17:43

Modeliranje dinamike zamrzavanja namirnica Simulacijal  Simulacija 2 Simulacija 3 Simulacijad4  Simulacija 5
Vrsta namirnice|Meso, telece  Meso, telece  Meso, telece Meso, teleCe  Meso, telece
PODACI ZA AMBALAZU:
Vrsta ambalaznog materijala papir papir papir papir papir
Visina (cm) 10 50 50 50 50
Dimenzije paketa namirnice Sirina (cm) 1 5 5 5 5
Debljina (cm) 0,2 0,2 0,2 0,2 0,1
Koeficijent toplinske vodljivosti ambalaze k (W m™K™) 0,14 0,14 0,14 0,14 0,14
SVOISTVA RASHLADNOG ZRAKA
Namirnica se smrzava zrakom temperature To(°C) -40 -40 -40 -40 -40
Brzina zraka za hladenje v(m s'l) 10 10 20 20 20
SVOIJSTVA NAMIRNICE
Temperatura namirnice u paketu T(°C) 20 20 20 10 10
Temperatura na kojoj se namirnica smrzava Ts (°C) -1 -1 -1 -1 -1
Koeficijent toplinske vodljivosti namirnice u nesmrznutom stanju k (W m'lK'l) 2948 2948 2948 2948 2948
Gustoca namirnice u nesmrznutom stanju ro_n (kg m'3) 1100 1100 1100 1100 1100
Gustoca smrznute namirnice ro_s (kg m'3) 1031 1031 1031 1031 1031
Specifi¢na toplina nesmrznute namirnice cp (J kg'l) 1675 1675 1675 1675 1675
Specifi¢na toplina smrznute namirnice cp (J kg'l) 1264 1264,03 1264,03 1264,03 1264,03
Maseni udio vode u namirnici X 0,63 0,63 0,63 0,63 0,63
Izracunate vrijednosti bezdimenzionih velil¢éina u modelu
Reynoldsov broj Re = 100335 501677 1003354 1003354 1003354
Prandtlov broj Pr= 0,717823 0,717823 0,717823 0,717823 0,717823
Nusseltov broj Nu = 242 878 1529 1529 1529
IzraCunate vrijednosti otpora prijenosu topline, za ulazne podatke
granicni sloj (mKw?) 0,019494 0,026897 0,015448 0,015448 0,015448
ambalaza (mKwW? 0,001429 0,001429 0,001429 0,001429 0,000714
na granici smrznuto-nesmrznuto (mK W'l) 0,000333 0,000333 0,000333 0,000333 0,000333
led debljine 10 cm na -20 °C (mKW?) 0,040950 0,040950 0,040950 0,040950 0,040950
Vrijeme hladenja namirnice do temperature smrzavanja (A - B) (min) 1,29 8,90 511 2,95 2,95
Vrijeme potrebno za potpuno smrzavanje namirnice (B - C) (min) 11,17 75,51 45,12 42,95 41,29
Vrijeme hladenja namirnice do temperature rashladnog zraka (C - D) (min) 15,73 107,00 63,20 61,04 59,38

prof. dr. sc. Damir Magdi¢

Modeliranje operacija i procesa

Modeliranje i uptavljanje u prehrambeno-tehnoloskim procesima

Ak. g. 2022./2023.
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Modeliranje dinamike zamrzavanja namirnica
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Modeliranje operacija i procesa

prof. dr. sc. Damir Magdi¢ Modeliranje i uptavljanje u prehrambeno-tehnoloskim procesima Ak. g.2022./2023.



3. Modeli dinamickih stanja sustava

Model smrzavanja namirnica

Eulerova metoda za rjesavanje obicnih
diferencijalnih jednadzbi

Model sterilizacije namirnica

Model upravljanja biokemijskim reaktorom



Shematski prikaz tunelskog sterilizatora

E vodena para

- vrijeme simulacije procesa je:



Mehanizmi prijenosa topline

Pretpostavka!
zanemariv prijenos u modelu
l - ne i u stvarnom procesu!

——

prijenos kroz
granicni sloj

> [

prijenos kroz
materijal I

granicni sloj limenka



granicni sloj:
prijenos topline u procesu ukapljivanja vodene pare

U namirnici:
prijenos topline kondukcijom



VeliCine stanja
(opisuju stanje namirnice)

T(t,r)
N(t,r)
C(t,r)

matematicki model
s raspodijeljenim (distribuiranim) velicinama stanja



T(t,r)
N(t,r)
C(t,r)

matematicki model
s raspodijeljenim (distribuiranim) velicinama stanja



Bilanca topline Matematicki
r+Ar modeli toplinskih

procesa temelje
R se na bilancama
: L topline.
/ isjeCak vaiyka av

- AV =2-r-7-Nrr-H

F2 | ==

- oT

F2=-2-(r+Ar)-n-H-k-—
or

F1:_2°r'7z-°H°k'6—T
or

r------

C

r+Ar



isjecCak valjka AV




- Da bi se razvio i koristio model, potrebno je
mjeriti/izraCunavati temperature na Cetiri pozicije na

polumjeru limenke.

Namirnica je sterilizirana
kada je:

N,=0




Jednadzba bilance topline

brzina promjene akumulacije = ulazni tok - izlazni tok

A 1
o 2--r-Ar-H - plc, -T(r,t))
Z» J

V-p=m

2-72-(r+Ar)-H-k-a—T
or

<€

r+Ar

5o i 0L
or

<€

r

uvrstimo izraze u bilancu



%[2-r~7z~H-Ar-p-cP-T(r,t)]z

g oL
or

+2-(r+Ar)-7r-H-k-a—T

r \ 51” r+Ar

Zasto =" i, +" ???

Ovdje toplina
dolazi u isjeCak

Ovdje toplina
odlazi iz isjecka




AAI[E rem- -H-Ar-p-c, T(r,t)]z

——ZrﬂHka—T

- = or |,

+2-(r+Ar)-7-H-k- or

- = or

r+Ar

pokratimos Q.7 . H i preuredimo u novi oblik:

(r + Ar) 2
. AT (r,t) ' 1 or
prCr At 7 Ar

r+Ar

primijenimo grani¢ni postupak: At —>dt Ar—dr

dobije se parcijalna diferencijalna jednadzba:

oT (r,1) kli( aTj

P Cp-

P
ot r or or



Bilanca broja mikroorganizama

kinetika procesa unistenja mikroorganizama:

@I procesa prvog reda

veli¢ina stanja: koncentracija/broj mikroorganizama N(r, t)

kineticki model:

r=—k(T)- N(r,t@

zanemarivi su ulazni i izlazni tokovi mikroorganizama jer u

tunelnom sterilizatoru nema konvekcijskih struja u materijalu

(ne postoji mogucnost transporta m-z iz okoline u namirnicu)

jednadzba bilance glasi: 5N(V t)
Ot

N(r,t)1

specificna brzina unistenja mikroorganizama pri temperaturi T




Model specificne brzine odumiranja mikrooorganizama - k(T)

n(10)  2,302585

D(T(r,t)) D(T(r,t))

k(T)=

T.p—T(r.t)

r

D(T)=D,, 10 °

D..r= decimalno vrijeme redukcije
T,..s = referentna temperatura

Model dinamike promjene koncentracije vitamina (npr. C ili By)

E

86(7’,1) :‘@ e_R.T(r,f) -C(I",t)
ot N

2,718252




Bezdimenzijske znacajke

bezdimenzijska udaljenost:

toplinska difuzivnost:

bezdimenzijsko vrijeme - Fourierova znacajka:

bezdimenzijska temperatura:




matematicki model
s raspodijeljenim (distribuiranim) velicinama stanja







matematicki model
s raspodijeljenim (distribuiranim) velicinama stanja




Diskretizacija distribuiranih modela

u inZzenjerskim zadacima cesto je potrebno rjesSavati obicne i
parcijalne diferencijalne jednadzbe da bismo odredili

vrijednosti nepoznatih varijabli ili funkcija

distribuirani modeli (parcijalne dif. jednadzbe) postaju rjesivi
tek nakon postupka diskretizacije bilanci (jednadzbi) po
prostoru i vremenu

rezultat diskretizacije bilanci su algebarske jednadzbe

numericke metode se razlikuju po nacinu diskretizacije prostora

i po nacinu kreiranja sustava algebarskih jednadzbi



kod stacionarnih stanja distribuiranih modela jednadzbe se

rjesavaju za odabrani korak (interval, pomak u prostoru)

kod nestacionarnih stanja provodi se diskretizacija po

prostoru i po vremenu pa koristimo i prostorni i vremenski
interval (prostor se podijeli vodoravno i okomito, a racunanje

se obi¢no vrsi u ¢vorovima mreze nastale dijeljenjem prostora)

zbog numericke diskretizacije jednadzbi/bilanci, rjesenja
dinamickih jednadzbi mogu biti samo aproksimativna ili

priblizno tocna, ali ne i apsolutno tocna

kod diskretizacije modela najcesce se prostor podijeli na
male cjeline (npr. djelice volumena = diskretizacija
prostora)

u ovim malim djeli¢éima volumena promjene smatramo

linearnim



diskretizacija u distribuiranim modelima provodi se primjenom
Euler-ove metode, Taylor-ovog reda, metode konacnih razlika,
metode konacnih elemenata, metode linija (ortogonalnih

kolokacija) ili dr.

Eulerova metoda u prakticnoj primjeni daje rezultate s velikim
pogreskama. Zato se u simulacijama Cesto koriste tocnije

metode diskretizacije (npr. Runge-Kutta 2 i 4).

rjesenja dobivena numerickim postupkom (izracunavanjem)

razlikuju se od egzaktnih analitiCkih rjesenja

analiticka rjesenja (izmjerene vrijednosti) smatramo

tocnim (egzaktnim) vrijednostima



- metoda konacnih razlika u parcijalnoj diferencijalnoj jednadzbi

zamjenjuje derivacije nizom aproksimacija

- aproksimacija prve derivacije:

flx+Ax)= fx)+ f(x) Ax

f'. — fi+1 . fl jednostrana (s desne strane)
: Ax aproksimacija prve derivacije




- aproksimacija druge derivacije:

1

f(x@Ax)E f(x)+ f'(x)-Ax+5.f"(x).Ax2
FEOAN) = £ ()= f () Ax 42 £ (x)- A

Zbrojimo oba izraza
flx+Ax)+ f(x—Ax)=2- f(x)+ f (x) Ax®
Izracunamo drugu derivaciju
S+ Ax)=2- f(x)+ f(x—Ax)

sz
f;'+1 B 2 ' ]pz + i—1
sz

[ (x)=

fli=




- prvi korak u diskretizaciji je podjela modeliranog prostora

pravilnom mrezom na niz podpodrucja

- razmaci mreze u x (Ax) i y (Ay) smjeru mogu varirati

- da bi jednadzbe bile jednostavnije u primjerima pretpostavljamo

da je mreza ekvidistantna (Ax=Ay = jednaka je skala razmaka

poO X i y 0Si)

r - T T T T 1
1 I | I 1
I 1 1 i 1 I
I I I i I 1 1 I I
(I -, R ] 4
I I 1 i i 1 1 I I
I 1 i I i i I
1 I | I 1 1
N S| P e b ool g
Ilnjeanl(a I I 1 i ] 1 1 I I
I I i I I i 1 I I
I I 1 i i 1 1 I I
| = e e e e [ 1
1 I | I 1 1
I 1 1 i 1 i I
I I I i I 1 1 I I
I i ] ] i 1 I I
QI [ e e e ) e | R
' 1 i I i i I
1 1 I 1
I 1 1 i 1 I
r — - - e e e e e e e — — — q
I I i I I i I I
I I 1 i i 1 I I
1 i I i I
-----------------------------------
1 1 i 1 I
I I I i I 1 1 I I
I I i I I i 1 I I
I . L 1
I 1 i I i I
1 I 1 | I 1
I 1 1 i 1
L - - 1 1 1 1 J




- da bi se mogao napisati sustav jednadzbi za sve cvorove u
mrezi potrebno je provesti numeraciju koja se moze provesti na
dva nacina:

- po redovima i kolonama (kao u MS Excel tablici) ili

- numeracija svih ¢vorova u mrezi od prvog do posljednjeg

-----------------------------------------------

11 12 | 13 10203
2102223 4156
31 32|33 7 .89

_______________________________________________

- Cvorovi koji predstavljaju rub modeliranog podrucja zahtijevaju

informacije o rubnim uvjetima



PoCetni i rubni uvjeti

jednadzba provodenja topline moze imati beskonacno mnogo
rjesenja jer je u svakom djelicu volumena drugacija vrijednost

temperature
zbog toga se uvode pocetni i rubni uvjeti

pocCetni uvjeti predstavljaju vrijednosti velicina stanja na

pocetku procesa u vremenu t=0 (T,, Ny i Cy)

rubni ili granicni uvjeti predstavljaju vrijednosti na rubnim

povrsinama krutine i njezine okoline (T, Ciin)



r-r-——TT-T-—TTT T AT TTTrrTTTrTTTrhrT.a

R s e e il = ]

L e - [mneep Uy BRI B S |

. R - - - e ) i - iy |

1
F-——f———d———dJ————————1- - — -k} - -1
1
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diskretizacija bilanci po volumenu

(t=vrijeme izraCunavanja)

(r=polozaj djelica volumena)




matematicki model s distribuiranim velicinama stanja




E vodena para



Sterilizacija je provedena kada je zadovoljen uvjet:

N(t, r.)=0




- odredite vrijeme t; potrebno za provedbu sterilizacije pri
zadanim pocetnim vrijednostima Ty, Ng, Co

- Zadatak: odredite temperaturu T; u konzervi nakon t; sekundi



4.1. Modeli dinamickih stanja sustava

Oprema za mjerenja u termickim procesima
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on-line infrared moisture analyzer
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GateWay ™



*| TC-Bridge™ Deployed Configuration










Standard AS232 intarface
on all units

Diperating up to #50°C

Adpustable fan for matching
the airflow to your application
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za bezicno mjerenje relativne vlaznosti i temperature zraka ili
proizvoda u pecnici, tunelu za susenje, hladenje ili smrzavanje,
fermentoru i drugdje

toc¢nost od 0,1 °C

posebno je prikladna za prehrambeno-procesnu industriju i
laboratorijska mjerenja
potrebno je racunalo

oprema ne stvara dodatne troskove tijekom rada

mjerenja u temperaturnom rasponu od -200 °C do 900 °C

oprema podnosi temperaturne raspone od -276 °C do 300 °C

podaci se pohranjuju u Excel tablicu i u tekst formatu
tabli¢ni i graficki prikaz podataka (2D i 3D)



5.1. Linearno programiranje

Metode matematickog optimiranja
Linearno programiranje
Struktura modela linearnog programiranja
Primjeri optimiranja primjenom Simplex algoritma:
- sastava smjese sirovina
- obroka i jelovnika
- plana proizvodnje

- prijevoza robe



Metode matematickog optimiranja

- cjelobrojno programiranje
- linearno programiranje *
- nelinearno programiranje
- stohasticko programiranje

- dinamicko programiranje



Linearno programiranje

Linearno programiranje je
rjeSavanje matematickog zadatka
s ciljem optimiranja vrijednosti linearne funkcije cilja
Cije varijable zadovoljavaju sustav ogranicenja

koji je zadan linearnim jednadzbama i/ili nejednadzbama.

Modeli linearnog programiranja
predstavljeni su linearnim jednadzbama i nejednadzbama

od kojih neke predstavljaju funkciju cilja, a neke ogranicenja.



Primjene metode linearnog programiranja:

- izbor lokacije tvornica

- optimalno planiranje investicijskih ulaganja

- optimiranje proizvodnih programa ¢ —
- optimiranje razmjestaja strojeva

- izbor optimalnih tehnoloskih postupaka

- optimiranje plana prehrane e ———————————
- optimiranje transporta (¢ — ——————————
- optimiranje sastava obroka ‘=

Opcenito:
metode linearnog i nelinearnog programiranija

optimiraju modele sustava koji su u stacionarnom stanju



SIROVINA MASNOCA (%) PEPEO (%) CIJENA (kn/kg)
S, 0,08 0,02 1,8
S, 0,12 0,035 3,15
Namirnica Bjelancevine Masnoce Ugljikohidrati Cijena
Zivotinjske Biljne (kn/kg)
x1 mast 1,00 10,0
X2 ulje 1,00 12,0
X3 meso 0,20 0,08 30,0
x4  mlijeko 0,03 0,04 0,05 6,0
x5 Secer 1,00 7,0
X6 riza 0,08 0,02 0,78 5,0
x7  brasno 0,12 0,02 0,72 4,0
x8 grah 0,24 0,02 0,47 15,0
X9  krumpir 0,02 0,19 2,0



Komponente obroka

Dorucak 1
Cornflakes, mlijeko

Dorucak 2
pasteta, kruh, kakao

Juha 1
Jjuha od rajcice
Juha 2
Jjuha od povrca
Prilog 1
riza
Prilog 2
krumpir pire
Govedina u umaku

Pljeskavica

Desert 1
naranca

Desert 2
puding
Desert 3
kompot

Desert 4
pita od sira

Vecera 1
hrenovke, kruh, senf

Vecera 2
krafne, jogurt

Varijable

d1
d2
X1
X2
X3
x4
X5
X6

X/
x8
x9
x10
V1

V2

Energija

(kJ)

2050
2136
836
820
1797
1987
2430
2900

526
883
1053
2160
2898
2299

Proteini

(9)

6
8
7
4
6
6

20
28

1
3
2
21
12
6

Masti
(9)

o A O 01 N W

29
39

o o1 W

13

Ca
(mg)

350
369
92
63
91
13
60
34

63
31
18
84
25
554

Fe
(mg)

w w o

Vit. C
(mg)

Cijena
(kn)

3,0
3,8
2,7
2,7
4,5
5,1

5,7
6,9
0,6
1,2
1,8

5,6
4,5



Struktura modela linearnog programiranja

Model linearnog programiranja Cine:

/ model funkcije cilja \

(Fc)

model ogranicenja
\ (<I <=I =I >=I >) /

- Simplex metoda (G. Dantzig, 1947. G)




Model funkcije cilja (linearni):

[ FC= Cy-X;+Cy Yot . + Cy - Xy ( MIN / MAX )]

Model ogranicenja (linearni):

Obllkal - ] a Jll - X]. + a le - X 2 + ce + a J,N - X N = bJ |
oblikal = a - X, + a X 5+ -+ a Xy2b

l M,1 1 M,2 2 M,N N M
x. =0

M = broj ogranicenja

N = broj varijabli

Ogranicenja odreduju skup dopustivih rjesenja (n-terokut).



EKONOMSKI UVJETI
(cijene: sirovina, proizvoda, energije,

radne snage i kapitala)

MODEL
FUNKCIJE| ——— TEHNOLOSKI UVJETI
CILJA (iskoristivost tehnoloskih kapaciteta,

sirovina i trzista)

KAKVOCA PROIZVODA

(nutritivna i senzorska svojstva)



MODEL
OGRANICENJA

EKONOMSKA OGRANICENJA
(ogranicenost financijskih sredstava,

raspolozivih sirovina i trzista)

TEHNOLOSKA OGRANICENJA
/ (ogranicenost tehnoloskih postrojenja,

raspolozivost energije i radne snage)

KAKVOCA PROIZVODA

(standardi proizvoda i proizvodnje - ISO)

UTJECAJ NA OKOLIS

(kemijski i bioloski utjecaj na okolis)



Primjeri modela optimiranija

Optimiranje sastava smjese sirovina (koliCine i max. dobit)
Optimiranje sastava i cijene obroka (sastav i min. cijena)
Optimiranje jelovnika (sastav i min. cijena)
Optimiranje plana proizvodnje (kolicine i max. dobit)

Optimiranje prijevoza robe (kolicine i min. troskovi)



Primjer 1.

Optimiranje dobiti i sastava smjese dvaju sirovina



SIROVINA MASNOCA PEPEO CIJENA
(udio, %) (udio, %) (kn/kg)
S, 0,08 0,02 1,8
S, 0,12 0,035 3,15

Prodajna cijena smjese je 4,5 kn/kg.

MODEL FUNKCIJE CILJA

F. max = dobit = prodajna cijena - troskovi

(maksimum funkcije cilja)

Feuax =4,5-(5;,+S,)-(1,8-5;,+3,15-S5,) =
4’5 ] Sl + 4-I5 ! SZ - 118 ' Sl - 3,15 . SZ
Fomax = 2,7+S, + 1,35+ S,



OGRANICENJA

Masnhoca = 0,1 (10%)
Pepeo < 0,03 (3%)
Zalihe: S, <=800

S, <= 600



3.

4.

MODEL OGRANICENJA

0,08-S;, + 0,12-S, =2 0,1(S; + S,)
0,08'S, - 0,1S, + 0,12:S,-0,1-S, > 0
-0,02-S, + 0,02:S, = 0 /-(-50)
S,-S,<0

0,02:S, + 0,035'S, < 0,03(S, + S,)
0,02:S, - 0,03-S, + 0,035:S, - 0,03:S, < 0

-0,01-S, + 0,005:S, < 0 /-(-200)
2:S,-S,20 (S1>=0, S2=0; S1>=250, S2=500)

S, =800 (§51<=800, S2=0;, S1<=800, S2=500)

S, < 600 (S1=0, S2<=600; S1=500, S2<=600)



S, \kg |

1000

750

kOO

a00

250

1)/
¥
2)
Fcuax (600, 600)
v/
il I
" Skup
dopustivih
Fe rjesenja
«— 3)
A
Y
\
A | | | | | *
250 200 GO0 Fa0 800 1000

S, \ kg



Femax =2,7°-5,+1,35-5,=2,7-600+ 1,35 - 600
= 2430 kn/1200 kg
= 2,025 kn/kg

ZAKLIJUCAK:

Optimalan sastav smjese sirovina S, i S,, koji zadovoljava
sva ogranicenja bit ¢e pripravljen sa 600 kg sirovine S, i
600 kilograma sirovine S..

Pri takvom sastavu moguce je prodajom ostvariti
maksimalnu dobit od 2430 kn za 1200 kg smjese sto je
2,025 kn/kg prodane smjese.

Primjer koristenja racunalnog programa LINDO ver. 6.0 !




LINDO ver. 6.0 (LINDO Systems, Inc. , Chicago, USA)

MAX  2.7S1+1.35S2 OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 2430.000
SUBJECT TO
251-S2>=0 VARIABLE VALUE
S1-S2<=0 S1 600.000000
S1<=800 S2 600.000000
S2<=600

END



Primjer 2.

Optimiranje sastava i cijene obroka



Namirnica Bjelancevine Masnoce Ugljikohidrati Cijena

Zivotinjske Biljne (kn/kg)
x1 mast 1,00 10,0
X2 ulje 1,00 12,0
X3 meso 0,20 0,08 30,0
x4  mlijeko 0,03 0,04 0,05 6,0
x5 Secer 1,00 7,0
X6 riza 0,08 0,02 0,78 5,0
X7  brasno 0,12 0,02 0,72 4,0
x8 grah 0,24 0,02 0,47 15,0
X9  krumpir 0,02 0,19 2,0

MODEL FUNKCIJE CILJA

Fcyiy = 10-x1 + 12:x2 + 30-x3 + 6:x4 + 7-X5 + 5:x6 + 4-x7 + 15:x8 +2-x9



OGRANICENJA

- Minimalna koli€¢ina mesa u obroku smije biti 0.3 kg

- Minimalna koli¢ina bjelancevina zivotinjskog podrijetla mora biti 0.028 kg
- Minimalna koli¢ina bjelancevina biljnog podrijetla mora biti 0.037 kg

- Minimalna koliina ugljikohidrata mora biti 0.424 kg

- Maksimalna koli¢ina masnoca smije biti 0.1 kg
MODEL OGRANICENJA

1) x3>0.3

2) 0.2 x5+ 0.03 x,=>0.028

3) 0.08 x; + 0.12 x, + 0.24 xg + 0.02 x4 > 0.037

4) 0.05 x, + xc + 0.78 X, + 0.72 x, + 0.48 xg + 0.19 x4 > 0.424

5) x; + X, + 0.08 x5 + 0.04 x, + 0.02 x, + 0.02 x, + 0.02 xg < 0.1



Primijer koristenja racunalnog programa LINDO ver. 6.0 !

I Optimiranje sastava obroka

MIN 10X1+ 12X2+ 30X3+ 6X4+ 7X5+ 5X6+ 4X7+ 15X8+ 2X9

SUBJECT TO

0X1+ 0X2+ 1X3+ 0X4+ 0X5+ 0X6+ 0X7+ 0X8+ 0X9 >= 0.3

OX1+ 0X2+ 0.2X3+ 0.03X4+ 0X5+ 0X6+ 0X7+ 0X8+ 0X9 >= 0.028

OX1+ 0X2+ 0X3+ 0X4+ 0X5+ 0.08X6+ 0.12X7+ 0.24X8+ 0.02X9 >= 0.037
1X1+ 1X2+ 0.08X3+ 0.04X4+ 0X5+ 0.06X6+ 0.02X7+ 0.02X8+ 0X9<=0.1

0X1+ 0X2+ 0X3+ 0.05X4+ 1X5+ 0.78X6+ 0.72X7+0.48X8+ 0.19X9>=0.424

END



LP OPTIMUM FOUND AT STEP 4
OBJECTIVE FUNCTION VALUE

Funkcija cilja (MIN) = 11.35556

VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 0.000000 10.000000
X2 0.000000 12.000000
X3 0.300000 0.000000
X4 0.000000 5.722222
X5 0.000000 1.444444
X6 0.000000 0.777778
X7 0.588889 0.000000
X8 0.000000 12.333333
X9 0.000000 0.944444

ROW SLACK OR SURPLUS  DUAL PRICES

2) 0.000000 -30.000000
3) 0.032000 0.000000
4) 0.033667 0.000000
5) 0.064222 0.000000
6) 0.000000 -5.555555

NO. ITERATIONS= 4



ZAKLJUCAK:

Optimalan obrok, koji po svom sastavu zadovoljava sva
zadana ogranicenja, sastoji se od 300 g mesai 589 g

brasna.

Najniza cijena za pripremu 889 g obroka je 11,35556 kn.

NAPOMENA:

Algoritam je odredio sva matematicka rjesenja koja zadovoljavaju
postavljena ogranicenja i odabrao rjesenje s najnizom vrijednosc¢u

Funkcije cilja.

Sastav obroka i organolepticka svojstva nisu bila uvjetovana !



Primjer 3.

Optimiranje jelovnika za djevojke i mladice



Komponente obroka

Dorucak 1
Cornflakes, mlijeko

Dorucak 2
pasteta, kruh, kakao

Juha 1
Jjuha od rajcice
Juha 2
Jjuha od povrca
Prilog 1
riza
Prilog 2
krumpir pire
Govedina u umaku

Pljeskavica

Desert 1
naranca

Desert 2
puding
Desert 3
kompot

Desert 4
pita od sira

Vecera 1
hrenovke, kruh, senf

Vecera 2
krafne, jogurt

Varijable

d1
d2
X1
X2
X3
x4
X5
X6

X/
x8
x9
x10
V1

V2

Energija

(kJ)

2050
2136
836
820
1797
1987
2430
2900

526
883
1053
2160
2898
2299

Proteini

(9)

6
8
7
4
6
6

20
28

1
3
2
21
12
6

Masti
(9)

o A O 01 N W

29
39

o o1 W

13

Ca
(mg)

350
369
92
63
91
13
60
34

63
31
18
84
25
554

Fe
(mg)

w w o

Vit. C
(mg)

Cijena
(kn)

3,0
3,8
2,7
2,7
4,5
5,1

5,7
6,9
0,6
1,2
1,8

5,6
4,5



OGRANICENJA
(prema RDA preporukama)

Maksimalna koli¢ina masti (2:70 g; M:96 g)

Minimalna koli€ina energije u jelovniku (2: 8280 kJ; M:10915 kJ )
Maksimalna koli¢ina energije u jelovniku (Z:10120 kJ; M:13340 kJ)

Minimalna koliCina proteina (2:46 g; M:58 g)
Minimalna kolicCina kalcija (£:1100 mg M:1100 mg)
Minimalna koliCina zeljeza (Z£:15 mg; M:10 mg)
Minimalna koliCina vitamina C (Z:60 mg; M:60 mg)
Od dva ponudena dorucka treba izabrati samo jedan (d;+ d,=1)
Od dvije ponudene juhe treba izabrati samo jednu (X; + X, = 1)
Od dva ponudena priloga treba izabrati samo jedan (X3+ x,=1)
Od dva glavna jela treba izabrati samo jedno (Xs + Xg = 1)

Od cCetiri ponudena deserta treba izabrati samo jedan
(X; + Xg+ Xg+ X;q= 1)
Od dvije ponudene vecere treba izabrati samo jednu (v, + v, = 1)

Varijable trebaju biti cijeli brojevi (integer)



MIN
3.0d1+3.8d2+2.7x1+2.7x2+4.5x3+5.1x4+5.7x5+6.9x6+0.6x7+1.2x8+1.8x9+2x10+5.6v1+4.5v2

SUBJECT TO
3d1+7d2+5x1+6x2+4x3+6x4+29x5+39x6+3x8+5x9+6x10+16v1+13v2<=70

2050d1+2136d2+836x1+820x2+1797x3+1987x4+2430x5+2900x6+526x7+883x8+1053x9+2160x10+28
98v1+2299v2>=8280

2050d1+2136d2+836x1+820x2+1797x3+1987x4+2430x5+2900x6+526x7+883x8+1053x9+2160x10+28
98v1+2299v2<=10120

6d1+8d2+7x1+4x2+6Xx3+6X4+20x5+28x6+1x7+3x8+2x94+21x10+12v1+6Vv2>=46

350d1+369d2+92x1+63x2+51x3+13x4+60x5+34x6+63x7+31x8+18x9+84x10+25v1+554v2>=1
100

4d1+6d2+3x1+3x2+1x3+5x5+2x6+1x7+1x9+3x10+2v1+3v2>=15
3d1+2d2+9x1+15x2+35x3+10x5+5x6+77x7+22x9+3v1+1v2>=60
di+d2=1
x1+x2=1
x3+x4=1
x5+x6=1
X7+x8+x9+x10=1
vi+v2=1
END
int dl: int d2
int x1: int x2: int x3: int x4: int x5: int x6: int x7: int x8: int x9: int x10



OBJECTIVE FUNCTION VALUE
VARIABLE

D1
D2
X1
X2
X3
X4
X5
X6
X7
X8
X9
X10
V1
V2

VALUE
1.000000
0.000000
1.000000
0.000000
1.000000
0.000000
1.000000
0.000000
1.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
1.000000

21.00000



Energija (kJ)

9938

Energija (kJ)

10024

Minimalna cijena obroka za djevojke = 21,00 kn

Nutritivni sastav

Pr?giini Mast (g) Ca (mg) Fe (mg)
46 54 1170 17

Maksimalna cijena obroka za djevojke = 21,80 kn

Nutritivni sastav

Pr(z;e)ml Mast (g) Ca (mg) Fe (mg)
48 58 1189 19

Vitamin C (mg)

135
X
! Vi Vs
0
0 0 1

Vitamin C (mg)

134



Energija (kJ)

11556

Energija (kJ)

11642

Minimalna cijena obroka za mladi¢e = 22,40 Kn

Nutritivni sastav

Prcz;e)ini Mast (g) Ca (mg) Fe (mgqg)
63 61 1162 19

Maksimalna cijena obroka za mladi¢e = 23,20 Kn

Nutritivni sastav

Pr?g;ml Mast (g) Ca (mg) Fe (mg)
65 65 1181 21

Vitamin C (mg)

64
X
! Vi Vs
0
0 0 1

Vitamin C (mg)

63



T




Priprema (h danl)
Fermentacija (h dan’l)
Pakiranje (h dan)
TROSKOVI (kn t1)
CIJENA (kn t1)
MIN. KOLICINE (t)
OPTIMALNI PLAN (t)

Jogurt
(X,)

1.2

3.5

2.5
4000
7500

FCyay = profit = CIJENA — TROSKOVI

F Cuax= (7500 X, + 11000 X,) - (4000 X, + 6000 X,)

F = 3500 X, + 5000 X,

Fcuax = 3500 X, + 5000 X,

Acidofil
(X;)

0.8

4.5

2.2
6000
11000

2
?

KAPACITET
(h dan-1)

23
22
20

MODEL FUNKCIJE CILJA

Pretpostavimo da je F = 15750

(X,=0, X,=5); (X,=0, X,=3.5)



WN -

v s

MODEL OGRANICENJA

1.2 X, + 0.8 X, <= 23
3.5X,+ 4.5X, <= 22
2.5 X, + 2.0 X, <= 20

X, >=1
X, >= 2
1.2 X, + 0.8 X, <= 23

X, <= 19.167 - 0.667 X,
(X,=0, X,<=19.167); (X,=10, X,<=12.497)

3.5X,+ 4.5 X, <= 22
X, <= 6.286 - 1.286 X,
(X,=0, X,<=6.286); (X,=2, X,<=3.714)

2.5 X, +2.0X, <=20
X, <=8-0.8X,
(X,=0, X;<=8) (X,=2, X;<=6.4)






FCuax = 3500 X, + 5000 X, = 3500-1 + 5000-4.1 = 24000 kn

Maksimalan profit uz optimalno iskoristenje pogona je
24000 kuna, a proizvede se 1 tona jogurta (X,) 1 4.1 tona
acidofila (X,).

Provijera riesenija:

1) X, <= 19.167-0.667 X, 1 <=16.4323 v
2) X, <= 6.286-1.286 X, 1<=1.0134 Vv
3) X, <= 8-0.8 X, 1 <=4.72 v
4) X, >=1 1>=1 v

5) XZ >= 2 4.1 >= 2 v



LINDO ver. 6.0 (LINDO Systems, Inc. , Chicago, USA)

MAX 3500x1+5000x2 OBJECTIVE FUNCTION VALUE
SUBJECT TO 1) 24055.55
1.2x1+0.8x2<=23
3.5x1+4.5x2<=22 VARIABLE VALUE
2.5x1+2x2<=20 X1 1.000000
x1>=1 X2 4.111111
X2>=2

END



Primjer 5.
Optimiranje prijevoza robe

iz tri tvornice na cCetiri prodajna mjesta



Optimiranje prijevoza gotovog proizvoda

od tvornice do trzista

PRIMJER 1.

U regiji koju snabdijeva proizvodima proizvodac ima tri tvornice
(T) i Cetiri prodajna mjesta (P).

Treba optimirati prijevoz gotovih proizvoda tako da svako trziste
dobije potrebnu koliCinu proizvoda, a da troskovi prijevoza budu

najmanji (MIN Fc).

Tvornice su oznacene oznakama T1, T2 T3.

Prodajna mjesta (trzista) oznacCena su oznakama P1, P2, P3 i P4.



ALUSTRIA

HLINGEARY

SLOVEMIA

3 \ SEREIA
L )

‘% BOSMIA



Tvornica T1 dnevno moze proizvesti 10 tona proizvoda.
Tvornica T2 dnevno moze proizvesti 12 tona proizvoda.

Tvornica T2 dnevno moze proizvesti 17 tona proizvoda.

Kapaciteti tvornica T1, T2 i T3 (t dan!)

Kapacitet
(t dan1)
T1 10
T2 12
T3 17
2 39




Prodajno mjesto P1 dnevno treba najmanje 4 tone proizvoda.
Prodajno mjesto P2 dnevno treba najmanje 8 tona proizvoda.
Prodajno mjesto P3 dnevno treba najmanje 9 tona proizvoda.

Prodajno mjesto P4 dnevno treba najmanje 12 tona proizvoda.

Prodajno mjesto P1 dnevno treba najvise 5 tona proizvoda.
Prodajno mjesto P2 dnevno treba najvise 10 tona proizvoda.
Prodajno mjesto P3 dnevno treba najvise 10 tona proizvoda.

Prodajno mjesto P4 dnevno treba najvise 13 tona proizvoda.

PRODAJINO MINIMALNO MAKSIMALNO
MJESTO (t dan) (t dan1)
P1 4 5
P2 8 10
P3 9 10
P4 12 13
2 33 38




Cijena prijevoza od tvornice T1 do prodajnog mjesta P1 je 4 kn t1.
Cijena prijevoza od tvornice T1 do prodajnog mjesta P2 je 2 kn t1.
Cijena prijevoza od tvornice T1 do prodajnog mjesta P3 je 3 kn t1.

Cijena prijevoza od tvornice T1 do prodajnog mjesta P4 je 1 kn t1.

Cijena prijevoza od tvornice T2 do prodajnog mjesta P1 je 3 kn t1.

Cijene prijevoza od tvornice do trzista (kn t1)

P1 P2 P3 P4
T1 4 2 3 1
T2 3 3 = 7

T3 5 4 7/ 4




Rjesenje primjenom programa LINDO

MIN 4 X11+2 X12+3 X13+ X14+
+3 X21+3 X22+5 X23+7 X24+
+5 X31+4 X32+7 X33+4 X34

SUBJECT TO

X11+ X12+ X13+ X14<=10
X21+ X22+ X23+ X24<=12
X331+ X32+ X33+ X34<=17/

X11+ X21+ X31>=4
X12+ X22+ X32>=8
X13+ X23+ X33>=9
X14+ X24+ X34>=12

X11+ X21+ X31<=5
X12+ X22+ X32<=10
X13+ X23+ X33<=10
X14+ X24+ X34<=13
END



OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 108.0000

VARIABLE VALUE REDUCED COST
X11 0.000000 3.000000
X12 0.000000 1.000000
X13 9.000000 0.000000
X14 1.000000 0.000000
X21 4.000000 0.000000
X22 0.000000 0.000000
X23 8.000000 0.000000
X24 0.000000 4.000000
X31 0.000000 1.000000
X32 8.000000 0.000000
X33 0.000000 1.000000

X34 3.000000 0.000000



Najmanje dnevne kolicine za isporuku

Pl P2 P3 P4 | Ukupno | kapacitet
Tl 1 9 10 10
T2 4 8 12 12
T3 8 3 11 17
MIN 4 8 9 12 33 39

Da bi bile zadovoljene najmanje dnevne potrebe prodajnih mjesta
potrebno je:

- iz tvornice T1 odvesti 9 t proizvoda na prodajno mjesto P3i 1t
proizvoda na prodajno mjesto P4,

- iz tvornice T2 odvesti 4 t proizvoda na prodajno mjesto P1 i 8 t
proizvoda na prodajno mjesto P2,

- iz tvornice T3 odvesti 8 t proizvoda na prodajno mjesto P2 i 3 t
proizvoda na prodajno mjesto P4.

Izracunata je vrijednost Funkcije cilja Fc = 108 kn i to su
najmanji moguci dnevni troskovi prijevoza narucene

[ D -4- N



Najvece dnevne koliCine za isporuku

Pl P2 P3 P4 | ukupno | kapacitet
Tl 5 2. 9 10
T2 12 12 12
T3 6 10 1 17 17
MA X 5 10 10 13 38 39

Za najvece dnevne potrebe prodajnih mjesta potrebno je:

- iz tvornice T1 odvesti 5 t proizvoda na prodajno mjesto P1 i 4 t
proizvoda na prodajno mjesto P2,

- iz tvornice T2 odvesti 12 t proizvoda na prodajno mjesto P4,

- iz tvornice T3 odvesti 6 t proizvoda na prodajno mjesto P2, 10 t

proizvoda na prodajno mjesto P3 i 1 t proizvoda na prodajno
mjesto P4.

Izracunata je vrijednost Funkcije cilja Fc = 210 kn i to su

najveci moguci dnevni troskovi prijevoza narucene koliCine

robe.




